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Raumgitterinterferenzen und Resonanzrorgänge 


Von W. Kossel 
(Mit 1 Abbildung) 


Laues Grundgedanke über die Wellenausbreitung in Raum- 
sittern wird am knappsten durch Beschreibung der Umsteuerung 
eines Strahlvektors dargestellt. Die drei Laueschen Gleichungen 
seben an, wie sich die Komponenten dieser impulsartigen Größe 
heim Passieren des Gitters ändern können, während ihr Betrag er- 
alten bleibt. Die Braggsche Transformation dieser Gleichungen 
ı eine Spiegelungsbedingung und die Interferenzbedingung für ein 
lineares Gitter zeigt, daß es praktisch ist, die Normalkomponenten 
les Strahlvektors zu den Netzebenen hervorzuheben. Nur diese 
Normalkomponente ändert sich („spiegelnde Reflexion“), und zwar um 
einen vom Netzebenenabstand diktierten Betrag oder -ein ganzes 
Vielfaches davon („Braggbedingung“. Das Gitter stellt also ein 
System von zu Netzebenen senkrechten Impulsgrößen bereit, um die 
einfallende Strahlvektoren abgeändert werden können. Gebräuchlich 
ist, von den Endpunkten dieser gittereigenen Impulsvektoren als dem 
„teziproken Gitter“ zu sprechen. Indes trifit die gewohnte rein 
geometrische Kennzeichnung, die mit einem Raum reziproker Längen 
operiert, nicht das Wesentliche?). Nicht die Punkte — wie die Streu- 
zentren des Lagengitters — sondern die sie verknüpfenden Vektoren 
sind physikalisch im Spiel, — man befindet sich im Impulsraum. 
Das System kann als des Gitters bezeichnet werden, 
wenn dieser Begriff über das Gewohnte hinaus verschärft wird. Soll 
das Spektrum eines Körpers die Strahlungen angeben, die er vermöge 
seines Baus aufzunehmen und auszustrahlen vermag, so ist das auf 
lem üblichen Frequenzband nicht erschöpfend darzustellen, — er 
tauscht ja nicht Frequenzen aus, sondern Lichtquanten, also Im- 
se. Nur da, wo Unordnung die Richtungseigenschaften verwischt. 
‘icht das Frequenzband aus, das Beobachtbare darzustellen, — 
is gewohnte nach yw geordnete Spektrum beschränkt sich not- 
edrungen auf die Absolutwerte der Strahlvektoren. Das Gitter 
® Einkristalls aber zeigt scharf die dem einheitlich gebauten 


1) Ergebn. d. exakt. Naturw. 16. S. 205. 1937 
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und Resonanzrorgdnge 


Von W. Kossel 


Laues Grundgedanke über die Wire in Raum- 
sittern wird am knappsten durch Beschreibung der Umsteuerung 
eines Strahlvektors dargestellt. Die drei Laueschen Gleichungen 
geben an, wie sich die Komponenten dieser impulsartigen Größe 
heim Passieren des Gitters ändern können, während ihr Betrag er- 
halten bleibt. Die Braggsche Transformation dieser Gleichungen 
in eine Spiegelungsbedingung und die Interferenzbedingung für ein 
lineares Gitter zeigt, daß es praktisch ist, die Normalkomponenten 
des Strahlvektors zu den Netzebenen hervorzuheben. Nur diese 
Normalkomponente ändert sich („spiegelnde Reflexion“), und zwar um 
einen vom Netzebenenabstand diktierten Betrag oder -ein ganzes 
Vielfaches davon („Braggbedingung“. Das Gitter stellt also ein 
System von zu Netzebenen senkrechten Impulsgrößen bereit, um die 
einfallende Strahlvektoren abgeändert werden können. Gebräuchlich 
ist, von den Endpunkten dieser gittereigenen Impulsvektoren als dem 
„eziproken Gitter“ zu sprechen. Indes trifft die gewohnte rein 
geometrische Kennzeichnung, die mit einem Raum reziproker Längen 
operiert, nicht das Wesentliche®). Nicht die Punkte — wie die Streu- 
zentren des Lagengitters — sondern die sie verknüpfenden Vektoren 
sind physikalisch im Spiel, — man befindet sich im Impulsraum. 
Das System kann als „Spektrum“ des Gitters bezeichnet werden, 
wenn dieser Begriff über das Gewohnte hinaus verschärft wird. Soll 
das Spektrum eines Körpers die Strahlungen angeben, die er vermöge 
seines Baus aufzunehmen und auszustrahlen vermag. so ist das auf 
dem üblichen Frequenzband nicht erschöpfend darzustellen, — er 
tauscht ja nicht Frequenzen aus, sondern Lichtquanten, also Im- 
pulse. Nur da, wo Unordnung die Richtungseigenschaften verwischt. 
reicht das Frequenzband aus, das Beobachtbare darzustellen, — 
das gewohnte nach » geordnete Spektrum beschränkt sich not- 
gedrungen auf die Absolutwerte der Strahlvektoren. Das Gitter 
des Einkristalls aber zeigt scharf die dem einheitlich gebauten 


1) Ergebn. d. exakt. Naturw. 16. S. 295. 1937. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 36. 13 
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Körper eigene Bindung an die Richtung, indem es auf bestimmt 
Frequenzen nur in bestimmten Einfallsrichtungen und umgekehrt iı 
bestimmten Richtungen nur auf bestimmte Frequenzen und dere 
Vielfache reagiert. Sein Spektrum kann also nicht skalar dargestell 
werden, sondern ist das betrachtete Vektorsystem (Abb. 1. Da dic 
ausgetauschten Impulse dem Kristall gegeben oder genommen werde, 
ist es zugleich das System der Bewegungszustände, die der Kristal 
durch Austausch mit Strahlung anzunehmen vermag. Die Lauesch: 
Entdeckung kennzeichnet ein dem Gitter eigentümliches Vektor. 
gerüst, das dem Drehimpulsvektorgerüst des Atoms korrespondier, 


(008) 
Abb. 1. Ausschnitt aus dem Impulsspektrum (reziproken Gitter) 
des Diamantgitters (1 1 0-Ebene) 


bei dem wir ja ebenfalls wissen, daß eine angemessene Behandluy 
nicht allein nach der ausgetauschten Spektralfrequenz, sondern nal 
den ausgetauschten Impulsgrößen zu fragen und diese nach der Lay 
am Atomkörper zu ordnen hat. 

Die elementare Gewöhnung wird einwenden, das sei rein form 
Man habe zwei grundverschiedene Dinge: im Spektrum die Außerun 
eines durch eine Dynamik gegebenen Systems von Eigenwerten, i 
den Interferenzgesetzen rein geometrisch begründete Beziehung“ 
zwischen Wellenlängen, Gitterabständen und Winkeln. Wir wolk 
indem wir eingehende Darstellung für später vorbehalten, versuche 
in kurzen Worten die Ansicht zu begründen, daß die Analg* 
sachgemäß ist. Es ist fruchtbar, behaupten wir, die Laueinterfere 
die Braggreflexion mit einem Resonanzphänomen zu vergleicht 

Wir beginnen mit einer Dimension. Die Grundannahme - 
handle es sich nun um Ladungsdichten bei elektromagnetischt 
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Potentiale bei Schrödingerwellen — ist periodisch wechselndes Streu- 
vermögen der Raumelemente. Wir konzentrieren, da das Grund- 
problem der dynamischen Theorie mit Ausdehnung der Ladungs- ar 
wolken nichts zu tun hat, in der elementar gewohnten Weise auf 
streuende Punkte, im eindimensionalen Fall, den man durch ebene 
Wellen realisiert denken wird, also auf streuende Ebenen. Eine 
solche erzeugt vor sich stehende Wellen. Mit einer zweiten streuenden 
Ebene, die man in diesen von den primären und den zurücklaufenden 
Wellen erfüllten Raum einschaltet, sind die notwendigen Elemente 
für die Erscheinungen beieinander, um die es sich handelt. Die 
zwei Ebenen grenzen einerseits einen eigenschwingungsfähigen Raum 
ab und bilden andererseits das Klement eines Gitters von Ebenen, 
wie es in der Röntgeninterferenz wirksam ist. 
In dieser Möglichkeit, denselben Apparat in zweierlei Sinn 
aufzufassen, äußert sich die Beziehung, die wir hervorheben wollen. 
Nimmt man zur Verdeutlichung die rückwärtige Ebene vorübergehend 
als vollkommenen Spiegel an, so wird deutlich, daß die Anregung des 
nun entstandenen linearen Resonators — einer offenen Pfeife — 
zu erzwungener Schwingung in nichts anderem besteht, als in einer 
Überlagerung der vom offenen Ende eingetretenen und vielfach im 
Inneren hin- und herreflektierten Bewegungen, — die Dynamik dieses 
Oszillators beruht auf der Dynamik des erfüllenden Mediums (Dichte, 
Elastizitiitsmodul), die in einfachster Form, durch die Phasengeschwin- 
digkeit, eingeht. Ebenso ist die Emission des freien oberen Endes 
nichts als eine Überlagerung von Teilbeträgen, die nach verschiedener 
Zahl von Hin- und Herwegen oben austreten. Der lineare Charakter, 
die Tatsache der einfachen Superposition der Teilbewegungen ist 
entscheidend. Nicht anders ist die Bewegung aufgebaut, die von den 
Einzelteilen eines Gitters ausgeht und zusammengefaßt wird. Folgen 
den beiden ersten weitere streuende Ebenen, so sind die ein- 
geschalteten Strecken, auch wenn mehrfache Hin- und Herwege im 
Inneren, gegenseitige Zustreuung der Ebenen beachtet, also „dyna- 
mische* Gittertheorie getrieben wird, keine andexen, als sie zwischen 
en, i dem ersten Paar möglich sind. Es steht frei, die Schärfe, mit der 
ung JF im elementaren Versuch die in einem Rohr mit beweglichem Boden 
wolle eingeschlossene Luftsäule unter einer Stimmgabel nur auf engem 
suche  Längenbereich starke Emission in den freien Raum gibt, wie üblich 
nalog als Resonanz des eigenschwingungsfähigen linearen Gebildes oder 
fer J ‘ls das scharf selektive Arbeiten eines Interferenzapparates auf- 
eich J zulassen, in dem, wegen guter Reflexion an den Enden, hohe Gang- 
me-|E unterschiede vorkommen. Hier wäre nun einerseits die Möglichkeit 
‘isch zu betonen, auch den Raum zwischen den Platten eines Pérot-Fabry 
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als eigenschwingungsfähiges Gebilde aufzufassen, andererseits zu de 
dynamischen Eigenschaften des linearen Gitters fortzuschiciten, di: 
man in der dynamischen Gittertheorie — etwa der Wellenmechanik 
der Leitungselektronen —, von einer für das Innere des Medium 
angesetzten Difierentialgleichung, in der elektrotechnischen u 
akustischen Praxis von den Eigenschaften der resonanzfähige 
Einzelglieder her anzugehen pflegt, und die sich in dem Auftrete 
von Sperr- oder Durchlässigkeitsgebieten endlicher Frequenzbreit 
und den damit verknüpften Wirkungen auf die Phase äußern, di 
auch als Veränderungen der Phasengeschwindigkeit, also als Dispersio: 
in der Nähe der kritischen Gebiete gelten können. 

Die Hauptlinie der Überlegung führt nun auf den Punkt, de 
begrifflich die meisten Schwierigkeiten zu machen pflegt: zu da 
Vorgängen bei schrägem Einfall. Die Wellenlänge, auf die das Gitter 
etwa mit Braggscher Reflexion reagiert, ist doch mit dem Neigung: 
winkel veränderlich! Wie kann es da einen Sinn haben, mit einen 
eigenschwingungsfähigen Gebilde zu vergleichen? 

Man muß sich zunächst lebendig machen, daß bei Einfall w- 
begrenzt breiter ebener Wellenfronten, wie er stets vorausgesetzt 
wird, die im stationären Zustand zuriickflutende Bewegung bi 
schrägem Einfall nicht anders aus den von den „Netzebenen de 
Innern zurückkehrenden Beträgen aufgebaut ist, wie für senkrecht 
Einfali. Niemand zweifelt, daß für diesen — den oben behandelta 
linearen Fall, bei dem die Bewegung in sich selbst zurückkehrt - 
die Verknüpfung mit Resonanzbetrachtungen sachgemäß ist. Bein 
Herausschwenken aus der Normalen ändert sich nichts am Aufl 


der Übergang ist — seitlich unbegrenzte Wellenfronten und stat 
närer Zustand vorausgesetzt —- völlig stetig. Es behält also a 


der Fall der Übereinstimmung in der Phase, der wegen der Verkiir: 
der Gangunterschiede nun für kürzere Wellenlänge eintritt, 
Eigenschaften nach resultierenden Amplituden und Phaser 

Man durchläuft dieselbe Reihe von Erscheinungen, ob man 
senkrechtem Einfall, und fester Gitterkonstante die Frequenz, 

bei senkrechtem Einfall und fester Frequenz die Gitterkonst 
oder schließlich bei fester Gitterkonstante und Frequenz 

Einfallswinkel den „Resonanz“wert passieren läßt. So sieht ı 
indem man sich auf den physikalischen Aufbau dessen, was 
Resonanz zu beobachten ist, besinnt, daß sich analoge Änderung 
der Ausbreitungsbedingungen, wie man sie in der Nähe einer Eig 
frequenz als anomale Dispersion kennt, in der Nähe des Braggs 
Winkels im Kristall als Winkelfunktion zeigen müssen. Deshal 

scheint es sachgemäß, auch die Bilder solcher Winkelabhängig} 
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wie wir sie hier z. B. kürzlich für Elektronen gaben, als Dispersions- 
erscheinungen zu bezeichnen '), zumal auch der Anblick der Erschei- 
nungen die Analogie mit den Dispersionserscheinungen im gewohn- 
ten reinen Frequenzspektrum deutlich macht. 

Will man sich schließlich die Beziehung zur erzwungenen 
Schwingung des einfachsten Oszillators, des quasielastisch gebundenen 
Massenpunktes, klarmachen, so ist nötig, zur zeitlichen Summierung 
überzugehen. Man beginnt etwa wieder mit der Bewegung am offenen 
Ende des einfachen linearen Resonators, beachtet, daß die Teil- 
bewegungen, je weitere Wege sie im Innern zurückgelegt haben, aus 
desto früheren Zeiten der Anregung durch die Primärbewegung 
stammen und behandelt den analogen Aufbau der augenblicklichen 
Beschleunigung des schwingenden Massenpunktes. Je weiter zurück 
jeiträge liegen, die entgegen der Dämpfung noch mitwirken, desto 
größer ist ihre Zahl, desto schärfer die Resonanz — im Aufbau 
entsprechend der Wirkung hoher Bündelzahl im Interferenzspektro- 
skop. Die Analogie des Phasenwechsels an der Resonanzstelle beim 
Oszillator, die man dort primitiv dynamisch abzuleiten ptlegt, zu 
dem räumlichen Phasenwechsel im Braggreflex, wie er in den 
Helldunkellinien der Gitterquellenbilder sichtbar wird?), gab den 
Anlaß, sich die Analogie in der Struktur der Erscheinungen lebendig 
zu machen. 


1) W.Kossel u. G. Möllenstedt, Ann. d. Phys. [5] 36. 8.113. 1939. 
Abschn. 7. 
2) W.Kossel u. H.Voges, Ann. d. Phys. [5] 23. S.677. 1935. Abschn. 10. 


Danzig-Langfuhr, Physikalisches Institut der Technischen 
Hochschule. 


(Eingegangen 23. August 1939) 
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Zur Frage der Umweganregung 
bei Röntgenstrahlinterferenzen 


Von Ernst Lamla 


(Mit 2 Abbildungen) 


Zugrunde gelegt wird die dynamische Theorie in der Form, die ihr 
vy. Laue gegeben hat. Es wird die Dispersionsgleichung für den Fall au 
gestellt, daß im Kristall drei starke Strahlen vorhanden sind, und zwar i: 
einer für die drei Strahlen völlig symmetrischen Form. Zur Lösung wird ein 
Reihenentwicklung angesetzt. Die Diskussion zeigt, daß, wenn die Breite eine 
Interferenzstelle (Braggfall) für eine bestimmte Netzebene verschwindend klei 
ist, diese Breite durch das Hinzukommen der Reflexion an einer weiteren Net 
ebene vergrößert werden kann. 


Da 


Einleitung 


4° 


Läßt man Röntgenstrahlen so auf einen Kristall auffallen, dı 
Braggreflexion an einer bestimmten Netzebene stattfindet, und is 
die Intensität des Reflexes infolge der Kristallstruktur sehr schwad, 
so treten, wie M. Renninger!) gefunden hat, bei bestimmten Eu 
fallsazimuten scharfe Intensitätsmaxima auf. Renninger hat weite 
gezeigt, daß die Verstärkung der Intensität dann auftritt, wenn a 
gleich auch noch andere Reflexe vom Primärstrahl angeregt werde. 
und er bezeichnet diese Einwirkung einer zweiten Netzebene aut ti 
Reflexion an der ersten als „Umweganregung“. Um diese Umwe 
anregung theoretisch zu verstehen, muß man also den Fall unte- 
suchen, daß drei (oder mehr) starke Strahlen im Kristall vorhanie 
sind. Die Gleichungen sind hier komplizierter als bei dem « 
sprechenden Problem für Elektronen, das der Verf. kürzlich 
handelt hat?, was damit zusammenhängt, daß die Erscheinung: 
hier durch zwei Vektoren § und 9, bei Elektronen dagegen dur! 
die skalare Schrédingerfunktion bestimmt werden. Verhältnismäb: 
einfach werden die Gleichungen auch im Fall der Röntgenstni- 
lung, wenn die Richtungen der im Kristall vorhandenen stark 
Strahlen in einer Ebene liegen. Diesen Fall haben Weigle 
Mühsam untersucht?) Im folgenden wird die Dispersionsgleic! 


sind 
vek 


Aus 


1) M. Renninger, Ztschr. f. Phys. 106. S. 141, 1937. 
2) E. Lamla, Ann. d. Phys. [5] 32. S. 17S u. 225. 1938. 
3) J. Weigle u. H. Mühsam, Helv. Phys. Acta 10. S. 139. 19: 
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für drei beliebige Strahlen im Kristall aufgestellt, und es werden u 
aus ihr einige einfache Folgerungen im Hinblick auf die Frage der 
Umweganregung gezogen. 

Wir benutzen die Laueschen Vorstellungen und Bezeichnungen’). 
Der Kristall wird durch ein Kontinuum ersetzt, dessen Dielektrizitäts- 
konstante « nach den drei Richtungen des Raumes hin periodisch 
ist. Wir machen zur Lösung der Maxwellschen Gleichungen im 


Kristall den Ansatz 


die ihr 
‘all auf 
zwar il 
rird eine 
ite einer 
nd klein 
en Netz 


Dabei ist j = 221 
m vertritt stets ein nA von Indizes m,. m,, m,. Z, und 


sind konstante Vektoren, w, konstante Skalare. Die Ausbreitun 
vektoren der einzelnen Wellen im Kristall sind 


= &,+ b.. 


chwac! 
t welt m, b, Mm, b, + Ms, bs 


und b,, b,, b, die 2. des reziproken Gitters sind. Im 
] 


en, dal 
und ix 


Vakuum sind die Ausbreitungsvektoren f, mit |f, 


Die Maxwellschen Gleichungen liefern dann: 


lem ell 

[2 (1-u,) -F]o, = (#,8 JO, — - 


Aus (2) folgt durch Multiplikation mit 9, 


nismäbk 


rensiräl- (4) 


Die Frage nach den im Kristall méglichen Wellenfeldern ver- 
t die Ermittelung von &,. Wir können entweder die Richtung 


von 8, vorgeben .und haben dann |, als Unbekannte, Oder wir 


1) M.v. Laue, Ergeb. d. exakt. Naturw. 10. 8. 156. 1931. 
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können im Hinblick auf die Grenzbedingungen beim Problem der 
Retlexion und Brechung die Tangentialkomponenten von K, vor. 
geben und die zugehörige Normalkomponente als Unbekannte ar. 


sehen. 


Sind im Kristall nur zwei starke Strahlen vorhanden, so folx | 
aus (4) in bekannter Weise, daß entweder beide D oder beide § 
der Richtung nach zusammenfallen und auf der durch beide Strahle 
bestimmten Ebene senkrecht stehen. Infolgedessen kann man en. | 
weder (2) oder (3) in skalarer Form schreiben; das Problem spalte : 
von vornherein in zwei Fälle auf, und darauf beruht seine Einfach. P 
heit. Bei Zulassung von mehr als zwei starken Strahlen liefert (: I 
keine Beziehung mehr, die eine einfache und leichte Auswertung " 
gestattet. 
Dispersionsgleichung für komplanare Strahlen 
Es seien N starke Strahlen im Kristall vorhanden; sie solkı 
aber sämtlich in einer Ebene liegen. Ähnlich wie bei zwei Strahl W 
spaltet hier das Problem stets in zwei Teilprobleme auf. Ist 2 ein “i 
Einheitsvektor, der auf der Ebene der sämtlichen Strahlen $, seuk- 
recht steht, und setzen wir zur Abkürzung 
(5) (1—w,)-P=C,, 
so erhalten wir aus (2) und (3) durch Multiplikation mit 9: 
We 
(6a) FOM-0. hot 


Die Unbekannten in diesen Gleichungssystemen sind die Skala 
(DN bzw. (HN). Bedingung fiir die Lösbarkeit ist: 


8) 
| Cy ) — Von (St, 8), ) pone 
(Tb) = Wo (Ko Ry ) C, Wy—1 ist x 
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m der Betrachten wir, entsprechend dem oben Gesagten, die Tangen- — 
, VOr- tialkomponenten von St, als vorgegeben, so entsteht für die Nermal- 
te al. komponente aus (7a) und (7b) je eine Gleichung vom Grade 2N. 
Da (7a) und (7b) im allgemeinen nicht gleichzeitig erfüllt sind, er- 
> folgt halten wir zwei Gruppen von Lösungen. Für die erste Gruppe ist 
ide (Ta) erfüllt. Dann hat (6b) keine von Null verschiedenen Lösungen; 
rahleı es ist H,W = 9, d.h. alle magnetischen Vektoren fallen in die 
n ent. Ebene der Strahlen; die Vektoren D, stehen daher auf dieser Ebene 
spalte senkrecht und fallen alle der Richtung nach zusammen. Bei der 
infach- zweiten Lösungsgruppe verhalten sich 9, und D, gerade umgekehrt. 


fert 4 Der Fall etwaiger gemeinsamer Wurzeln von (7a) und (7b) soll hier 
vertung nicht untersucht werden. 


Dispersionsgleichung für den Fall dreier starker Strahlen _ 


‚soll Die drei in Betracht kommenden Strahlen seien &,, st, und &t,, 
trahlkı Wir multiplizieren (3) skalar mit &,, wobei n zunächst beliebig ist, 


t Rei und erhalten unter Benutzung von (5) 
| 
Senk- 


m 


«(9 


m 


+ m 
Setzen wir hierin für m und n unabhängig voneinander die 
Werte 0, g, h, so erhalten wir wegen (9, St) = 0 im ganzen sechs 


homogene lineare Gleichungen für die sechs Unbekannten (9, 8,). 
wobei m+n ist. Die beiden ersten Gleichungen lauten: 


+ w_ (9, &,) 

+ 8, ) (9, 

h (St, ) (9, = 
w_ + w_,(®, &,) (G, 


h 


+, 


Die zu (8) gehörige Determinante liefert für die normale Kom- 
ponente von $}, eine Gleichung 12. Grades. Die Determinante selbst 
ist nicht sehr übersichtlich gebaut. Wir formen sie daher etwas 
um. Aus der oben angegebenen ey folgt, wenn wir die drei 
Indizes 0, g, h in beliebiger Folge mit J, ı bezeichnen: 


= 
< 
° 
IE 
a An 
| 0 
? 
| 
8, 
| 
0). 
= 
D 
= 
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0, (9,%,) = [= (@,8,) (9,8) - (9, 


Wir multiplizieren die erste dieser beiden Gleichungen nit 
"0, die andere mit w„_;, und addieren. Dann heben sich die 
zu q =! gehörigen Glieder sämtlich weg. Wegen (9.8, =0 er 
halten wir: 


oder: 
2 

| (9, —! n W,, -! - 
(9) 2 

| + (9,, yy = 0. 


Wir setzen fiir 1, m, nacheinander die Werte h, 0, g: 0, 9, h: 
g, h, O und erhalten: 


(6, %,) =- — (98). 
(9a) (9,8) = - 8,8): 


(9, St, ) 2 (9, 


Diese Werte setzen wir in die erste, dritte und fünfte der 
Gl. (8) ein: 


+ w_ (8, 


g 


2 


Wyn Cy + | (5 


+ w_, (88) (9,8,) = 0. 
y,¢ Yon Wy, h 


Wir erhalten damit ein System von drei homogenen Gleichunge 
für die drei Unbekannten (9, (D, und (9,8, Die Bedir- 
gung für die Lösbarkeit ist das. Verniniaden der zugehörigen De 
terminante. Beseitigt man in der Determinante noch die Nenne 
so erhält man nach einfacher Umstellung: 


; zit { 
9 
|| 
| 
£ 
| 
| 
i re 
| | 
| VU 
| nu 
| 
mi 
2 
| ers 
die 
(12) 
a 
N 
| 


chunge! 


Bedin- 


ven Dr 


Nenne! 
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% 

g h 
YW, (8, 


Va 


C,.C,— 


9g 


\ 


Die Determinante (11) ist in bezug auf die 3 Indizes 0, g. h 
vollständig symmetrisch. Bevor wir sie weiter benutzen, wollen wir 
noch eine Umformung vornehmen, die zwar für die praktische Aus- 
rechnung meist keine Bedeutung haben wird, die aber doch grund- 
sätzlich interessant ist. Wir gehen dazu von 2 Bemerkungen aus. 
Einmal sind (11) und (7b) in bezug auf die skalaren Produkte (St, 8, 
vollständig gleich gebaut. Zweitens wissen wir bereits, daß im Fall 
der Komplanarität der 3 Strahlen die linke Seite von (11) gleich dem 
Produkt der linken Seiten von (7a) und (7b) ist (oder sich von ihm 
nur durch einen einfachen Faktor unterscheidet, der aber hier den 
Wert 1 hat. Es liegt daher nahe. auch im allgemeinen Fall (11) 
mit diesem Produkt zu vergleichen. Dividieren wir in (7a) die 
erste Zeile durch X, |, die zweite durch |R,' usw. und multiplizieren 
die erste Spalte mit '$, |, die zweite mit 8, usw., so wird 

st, — wi, &, &, 
= 9 | St, — Mth, C, 

Setzen wir dann noch (8,8) = |8, w,,. so unterscheiden 
sich (Ta) und (7b) lediglich durch das Auftreten der Faktoren w,,,. 
Wir bezeichnen nun vorübergehend die linke Seite von (Ta’) mit 

a= /a,|, die linke Seite von (7b) mit a". 
Dann ist offenbar 


u 


a = 


+ a5 a, + as Q,,) %,, 


19 — Ay. Wy, - 


ir 
cc 
| 
(C,w, + 
h die 
= « 
| (( +v | 
=U, 
] 
Q, q,! 
| 
a 
33 Uo Woo 


(16) 
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Entsprechend bezeichnen wir die linke Seite von (11 mit At 
und die Determinante, die aus (11) dadurch hervorgeht, dal wir die 
3 Größen w gleich 1 setzen, mit d = 4,,|. 

Da in (11) und in (7b) die Größen w,, an genau den gleichen 
Stellen auftreten, so ergibt sich A\” aus (12), wenn wir darin «;, stets 
durch A;, ersetzen. Für den Fall der Komplanarität wird nun, wie 
wir wissen, 4% = a-a”); wir untersuchen daher im allgemeine 
Falle die Differenz 


13) 
D ergibt sich unmittelbar aus (12). Es enthält zunächst ein i 
Glied ohne jeden Faktor w, niimlich ‘ 
14) D, = A, Ass 433 — & - 
Es enthält weiter ein Glied mit dem Faktor — W nämlich . 
a 
Dyn = Ay, Ass Agg — USW. G 
Der Vergleich der linken Seiten von (11) und (7a’) läßt sofort er. fe 
kennen, daß A die Determinante der Unterdeterminanten von a ist. a 
Daher gilt z. B. 
se 
Hieraus folgt D,—D,,= 0. Entsprechendes gilt für die übrigen du 
Glieder Dj, usw., und es wird “ 
| 1 Won 
(15) D=D,- | wo, 1 Wyn | ws 
| Won Won 1 2} 
D, selbst läßt sich nun aus (14) in Verbindung mit (11) und (Ts gel 
ausrechnen. Macht man dies, so kann man auf Grund der Gl. (Ta, el 
(7b), (13) und (15) schließlich die Bedingung (11) in der Fom 
schreiben für 
| 6 —w_,8,° Cy — p_,(X, ) 
ox» 949 2 — 12 — — 1) 
C 0 y h-g 4 (St, St) bek 
C, We, 188, ) 8,8, ebe 
der 
Der zweite Faktor des zweiten hi in (16) ist, ab u 


gesehen von einem gleich dem Quadrat des Volume: 
der von den 3 Vektoren &,, &,, 8, bestimmten Pyramide. Liege 
die Strahlen in einer Be so wind dieses Volumen Null, und (li 


| 
ok 
x 
: 
en 
N 
. 
} 
| 
| 
? 
= 
= 
% ‘ 
| 
| 
; 
| 


la, Frage der Umweganregung bei Réntgenstrahlinterferenzen 201 


Lam 
Al erscheint. wie es sein muB, als Produkt von (7a) und (7b). Zugleich 
ir die erkennt man, daB diese Aufspaltung der Determinante (11) nur 


eintritt, wenn die Strahlen komplanar sind. Ob es für mehr als 
8 Strahlen eine ähnliche Zerlegung gibt, wäre noch zu untersuchen 

Für beliebiges N kann man aber stets, entsprechend den Gl. (8), ein 
System von 2N Gleichungen mit 2N skalaren Unbekannten angeben !ı 


ichen 
Stets 
n, wie 
jeinen Die Grenzbedingungen 
Der Kristall werde von 2 parallelen Ebenen begrenzt. Auf ihn 
falle aus dem Vakuum eine ebene polarisierte Welle auf. Durch 
st ein ihre Richtung sind die tangentiellen Komponenten aller Ausbreitungs- 
vektoren im Kristall und daher auch im Vakuum gegeben. Lassen 
wir für m im ganzen N Werte zu (im folgenden setzen wir NV = 3 
so treten im Vakuum N reflektierte und N durchgelassene Wellen 
auf. Für die Normalkomponente x, von S, erhalten wir eine 
Gleichung vom Grade 4X. Im Kristall gibt es also 4N Wellen- 
ort er- felder mit je N Wellen. Zu jedem der 4 N? Ausbreitungsvektoren 8; 
a ist gehört ein T,, und ein 9,;. Da beide durch die Gleichung 


LD mn 


gekoppelt sind, und da außerdem (9,8, ) = 0 ist, so sind T, , und 


mı 


durch die Angabe zweier Skalare bestimmt. Nun lassen sich aber 
für jedes x,, nach (8) (bzw. für N >3 nach einer entsprechenden 
Gleichung) alle (,,, 8t,,,) und damit alle D,, und 9,, auf eine 
einzige skalare Unbekannte zurückführen. Es bleiben also nur so 
viel Unbekannte wie Werte x,, nämlich 4N. Dazu zer 
2 Amplitudengrößen für jede der N reflektierten und der N durch- 
gelassenen Wellen, also nochmals 4X. Die Gesamtzahl. Un- 
bekannten ist daher SN. 

An jeder der beiden Grenztlächen des Kristalls müssen nun 
für jedes m die beiden tangentiellen Komponenten von © und von 
stetig vom Vakuum in den Kristall — Wir erhalten fiir 
die obere und für die untere Grenze je 2-2-N = 4N, zusammen SN_ 
Gleichungen, also ebenso viele, wie ake annte vorhanden sind. 

Die Zahl der Gleichungen wird kleiner als die Zahl der Un- — 
bekannten, wenn unter den durch die Indizes m bestimmten Netz- 
ebenen sich einige befinden, deren Schnittgeraden mit der Grenz- 
fläche des Kristalls einander parallel sind. Indes spielt dieser Fall. 
der für die Erklärung der Kikuchi-Enveloppen von Wichtigkeit ist, 7 
im Gebiet der Röntgenstrahlen keine Rolle. 


übrigen 


‘olumen: 
Liege! ) Vgl. hierzu E. Fues, Ztschr. f. Phys. 109. 8.14 u. 236. 1938 (insbes. 8. 257). 
und (16 ) E. Lamia, aa O.; Journ. f. d. r. u. angew. Math. 179. S. 154. 1938. 
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Wir bezeichnen Ausbreitungsvektoren, elektrische und magne. 
tische Feldstärken 
für den einfallenden Strahl mit ne", 9 


für einen retlektierten Strahl mit 


m 
fiir einen durchgelassenen Strahl mit I.» Ee". 


für Strahlen im Kristall mit RB. & 


Der Index null soll für den Strahl gelten, der in erster Niheruny 
die Verlängerung des Primärstrahls ist. Die tangentiellen Kompo- 
nenten sollen durch das Zeichen , die normalen durch | gekent- 
zeichnet werden. Endlich bedeute das Symbol 
fl, falls m = 0 
lo, falls m+0. 


17) Im = 


Dann lauten die Grenzbedingungen für die obere Grenzfläche 


(e) | 


€ +6, 


mt 


i 

Um die Feldstärken im Kristall berechnen zu können, müssen 
aus (18) die auf die reflektierten Strahlen bezüglichen Größen eli- 
miniert werden. Da nun für das Vakuum, also auch für den reflek- 
tierten Strahl stets die Beziehungen gelten 


gE" =)» und 9, =; Ly 


so folgt aus (f €) = 
(FP EP) + 2 (EP 


Eine zweite, entsprechende Gleichung folgt aus (f 97) = 0. Dani 
erhalten wir aus (18) 


€,) 


om 


Wir formen zunächst die zweite Gleichung (19) um. Es 1st 


m 


die | 
posit 
falle 
Da ı 
Gren 
genti 
wir ¢ 


| 
| 
3 t 
| 
| 
er 1 8) i Da 
a 
u 
Reg 
dahi 
(19) | 
f (gir) 
4 mi’ J 4 
| 


| 
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sind, verschwindet der zweite Summand auf der rec hten Seite. Da 
ferner allgemein [S,,;€,;] = 9./% ist, wird die zweite Gleichung (19 


> ,,) = 9"). 


m mi 


Da die tangentiellen Komponenten von f” und St. einander gleich u 


Zur Umformung der ersten en, (19) dient die Beziehung 
= 


1 
> Wn-4 D, So wire 


| 


Da ferner D,; = und &,,; 


Nun ist 
MD, 
Daher nehmen die ee schließlich die Form an 


2 (8 mi 9,,,| = Ym 4 [9, 
9°] 


iisseli 


eli- 
reflek- m m 9 ) 


Entsprechend kann man 2 N Gleichungen aus den Grenzbedingungen 
für die untere Grenzfläche gewinnen. 


Um 


Umweganregung 
Für das Folgende nehmen wir an, daß die Größen w, in der 
Regel alle von derselben Größenordnung sind wie yw). Wir setzen 
daher (die a, sind von der Ordnung 1) 


(21) 

Wir wählen nun ein rechtwinkliges Koordinatensystem so, daß 
die obere Grenze des Kristalls die X—Y-Ebene ist und daß die — 
positive Z-Achse ins Kristallinnere weist. Die Richtung des ein- : 
fallenden Strahls sei durch die Richtungskosinus «, 8, 7 gegeben. — Zn 
Da die tangentiellen Komponenten der Ausbreitungsvektoren an der E 1 
Grenze stetig sind, muB auch im Kristall eine Welle mit den tan- 
gentiellen Komponenten «/ und £/A vorhanden sein. Bezeichnen 
wir die rechtwinkligen Komponenten von b, mit ee 


¥ 
i 
. 
Mp0- 
kent- 
_.(f'd')} 
tläche 
= 
| Ä 
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so hat der Ausbreitungsvektor X, die —"~ | 
(a + 0,) 
4 
(9 + 0,) 


m 


Dagegen ist die Z-Komponente zwar im Vakuum 4 
Im Kristall aber hat sie einen andern Wert: wir setzen 
(x, + r,) 


(2) 
\ 
(23b) 


Die Richtung der retlektierten Strahlen sei durch (@,. ?, 
gegeben, wobei 
=P 
Da’ die Größen w, erfahrungsgemäß sehr klein gegen 1 sind. 
lösen wir die Dispersionsgleichung (11) bzw. (16) in der Weise, dab 
wir die Unbekannte x, in eine nach Potenzen von yw, fortschreitende 
Reihe entwickeln. Hat man im Kristall nur zwei starke Strahlen 
X, und S,, so erhält man Interferenztotalreflexion (Braggfall) nw 


ist. 


dann, wenn y, = 7 +7,+ fw, , wobei f eine Zahl von der Größeı- 


ordnung 1 ist ‘und wenn ferner — (7 +T,) = 7% > 0 ist. Der Schwa- 
kungsbereich von f bestimmt die Offnung des total retlektierten 
Biischels und damit die Reflexintensitit. Dieser Schwankungsbereic) 
ist proportional a, , wobei a, nach (21) mit w, zusammenhängt. 


Je kleiner a, ist, um so schwächer wird also der Retlex. Wi 
betrachten nun den Fall 
(25) 
d.h. den Fall, in dem die Reflexintensitiit in der Regel null is. 
Der ankommende Strahl soll nun aber unter einem solchen Azimu 
einfallen, daß gleichzeitig noch Braggsche Reflexion an einer weitere 
Netzebene eintritt. Wir haben dann im Kristall drei starke Strahle 


My, N, N, Es sei also 


| — (7 + t,) = 9 ı ta Fs +f, Wo- 

Aus (11) bzw. (16) erhält man in nullter Näherung für 
Werte +7, —t,+7, und —r,+7,. Wegen (26) fallen — 
und — r,— y, in dieser Näherung mit 7 zusammen. Wir ı 
daher zur Lösung von (16) nacheinander folgende Ansätze: 


(27a) 


| 
| 
= L 
= | 
4 | di 
ul 
{ 
4 (2 
| 
4 lie 
soL 
-_ | fol; 
| 
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In diesem Fall wird 
OF = f?(2 Ay 1) Wy + ..o 

+ | 

= — f2(27,(A — f,) + Nm, 
Damit erhält man aus (16) für A eine Gleichung 6. Grades. Der 
Ansatz liefert also 6 Lösungen x,,---x,,. Es ist bemerkenswert, 
daß hier auch sechs komplexe Wurzeln denkbar sind, während bei 
komplanaren Strahlen höchstens 4 Wurzeln komplex sein können 


und mindestens zwei reell sein müssen. rye A 
= 


Die weiteren Ansätze 


vitende 

rahlen liefern jedesmal fiir die GréBen B eine quadratische Gleichung und 
damit je zwei weitere Wurzeln x, . 

Es soll im folgenden keine genaue Durchrechnung erfolgen, 
sondern nur eine Abschätzung ea werden. Wegen (25) 
folgt zunächst aus (4), daß (9, D,) = (9,2, = 0 ist; d. h.: die magne- 
tischen Vektoren dor 9, und ö, stehen ‘ausllich auf D, senkrecht, 
liegen also mit St, in einer Ebene. 

Die Gleichungen (8), aus denen die Amplitudenverhältnisse zu 
ermitteln sind, vereinfachen sich wegen (25) beträchtlich. Man kann 
dann leicht die Produkte (© K,) sämtlich durch eine einzige Un- 


bekannte u ausdrücken; es wird nämlich 


2.4» 
U 


? 


DR) = — Cau 


\ Za. = 
=— C1 
vr (Ky R,) v C, 


+ u 
Wy—n (K, R,) uC, 
C, 
m C, — Wo—n|" (8, R,)? G- un? 


u — (Ny Ny) 


(D, = (St, — 


Wir haben nun nacheinander die 12 Werte *,, einzusetzen. 
Fir i=1...6 (Ansatz 27a) werden die Größen C C, C,, von der u 


vo’ 
Ordnung y,, und aus (28) folgt dann, daß alle Größen (O,, %,) für | 
ein bestimmtes i von gleicher Größenordnung sind. 
Annalen der Physik. 5. 5. Folge. 36. 
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Die Fälle i = 7 und i = 8 (Ansatz 27b) muß man voneinander 

trennen. Im einen Fall wird nämlich C, = "+++ und 
h 


danach v/w von der Ordnung y,?; im andern Fall wird ” 


= Wr Ku? + 


Ch 
und v/u von der Ordnung 1. Ähnlich ist es bei dem Ansatz (27¢) 
Die folgende Tabelle zeigt die Größenordnung der Produkte ($, 8, 
im Verhältnis zueinander für i = 7 bis i = 12. 


i (Hoi Mya (Do i Wn i) (Dyi i) (Dy i i) (Dni Sty a) Dai St, 


| | | Wo Wo 


9 Wo” 1 1 Wo Y 
10 Wor Yo Yo" 1 Yo 
1 1 Wo Wo y,? 1 1 
: Wo 1 1 


Um die wahren Werte der Produkte (9, %,) (und auch nur ihr 
wahren Größenordnungen im Verhältnis zu den Komponenten der 
einfallenden Strahlung) zu finden, muß man die Grenzbedingungen 
(20) benutzen. Die Zurückführung der in (20) auftretenden Größe 
auf die Produkte (9, 8,) geschieht mit Hilfe der Identität 


(29) | Dn E V [St, Mt + [8 (Dm + (On 
V 


Beim Einsetzen ergibt sich dann, daß alle zu 1 = 9 bist=12 
gehörigen Komponenten (und ebenso wegen der Grenzbedingungen 
für die Unterseite des Kristalls die zu i =7 und i = 8 gehörige 
Komponenten) gegenüber den zu i=1 bis 1 = 6 gehörigen Komp» 
nenten mindestens von der Ordnung , klein sind. Sie können ako 
diesen gegenüber vernachlässigt werden. 

Wir betrachten einen unendlich dicken Kristall. Sind einig 
der zu i=1 bis i= 6 gehörigen Wurzeln komplex, so treten i 
Kristall gedämpfte Wellen auf, die zu Interferenzreflexionen Ver 
anlassung geben. Die reflektierte Intensität wird dann auf die Re 
flexe an beiden Netzebenen verteilt. Sind einige der 6 Wurzel: 
reell, so kann ein Teil der ankommenden Intensität in den Kristal 
eindringen. Wesentlich und entscheidend ist aber, daß nicht nu 
stets ein Teil auch an der ersten Netzebene (g-Ebene) reflektier 
wird, sondern daß vor allem der Schwankungsbereich von f, Ww" 
damit der Offnungswinkel des reflektierten Strahls bedeutend ver 
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Eine genauere zahlenmäßige Prüfung der hier vorliegenden Ver- 
hältnisse soll in einer späteren Arbeit erfolgen. Sie läßt sich ver- 
hältnismäßig leicht für komplanare Strahlen durchführen. Auf diesen 
Fall beziehen sich die Abb. 1 und 2. Als Koordinaten sind hier 


Abb. 1. 
Schwankungsbereich der Größen f, und f, für den Fall komplanarer Strahlen. 
Das schraffierte Gebiet stellt den Bereich der Interferenzreflexion dar 


die Schwankungen 4f, und Af, eingetragen. Der schraffierte Be- 
reich gibt das Gebiet komplexer Wurzeln x,,, also das Gebiet der 
Interferenzreflexion an. Der Raum zwischen den parallelen Geraden 
ist das entsprechende Gebiet beim Fehlen einer zweiten Netzebene 
oder in weiter Entfernung von ihr; für Af, ist das Gebiet in unserm 
Falle null. Die Abb. 1 und 2 unterscheiden sich dadurch, dab 
andre Werte für |w,| und | y _,| und für die Strahlrichtungen an- 
genommen worden sind. Bei anderer Wahl dieser Konstanten nehmen 
die Abbildungen wieder etwas andere Gestalt an; das Wesentliche 
aber bleibt in allen Fällen gleich: in größerer Entfernung vom Null- 
punkt, also von der Stelle, wo Braggreflexion gleichzeitig an beiden 
Netzebenen erfolgt, werden die Schwankungsbereiche für 4f, und 4f, 
durch die Ausdrücke bestimmt, die aus der Theorie der 2 starken 
14* 


nder 
(27), 
| 
/ 
y,° } 
1 - 
1 Af. 
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Strahlen im Kristall bekannt sind. Nur innerhalb dieser Bereich: 
erhält man komplexe Wurzeln von (11) und damit Bragzreflexion 
(Der Schwankungsbereich von Af, ist im vorliegenden Fall voraus. 


Af 


Abb. 2. 
Schwankungsbereich der Größen f, und f, für den Fall komplanarer Strahler. 
Das schraffierte Gebiet stellt den Bereich der Interferenzreflexion dar 


setzungsgemäß Null.) Bei Annäherung an den Nullpunkt der Al 
bildungen gelangt man in ein Übergangsgebiet, das zwar im einzel 
verschieden gestaltet sein kann, auf jeden Fall aber eine Verbreite 
rung des Schwankungsbereiches für Af, herbeiführt. Die beide 
Abbildungen lassen das deutlich erkennen; das Auftreten der vw! 
Renninger beobachteten Intensitätsmaxima bei bestimmten Einfall 
azimuten ist hiernach gut zu verstehen. 


Berlin-Charlottenburg, Schlüterstr. 13. 


(Eingegangen 3. August 1939) 
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E. Furs. Die Ausbreitungsfläche skalarer Wellen usw. 


flexion, = >> * 

voraus. 

Die Ausbreitungsfläche skalarer Wellen 
im gitterartigen Medium 


Von E. Fues 


(Mit 17 Abbildungen) 


I. Einleitung 


Wenn auch die dynamische Theorie der Gitterbeugung !) in den 
Händen v. Laues?) und seiner Mitarbeiter, sowie Bethes?) schon 
einen hohen Grad von Einfachheit und Durchsichtigkeit erlangt hat, 
so mag es doch für einige Zwecke von Nutzen sein, ihre wichtigsten 
Ergebnisse qualitativ in das einfache Modell einer Ausbreitungsfläche 
zusammenzufassen, deren Vorstellung längst gebildet*), aber zur 
Erörterung der Gitterbeugung noch wenig benutzt worden ist?). 
Dem Verf. schwebt dabei eine aus der Wellentheorie homogener 
Medien geläufige Schlußweise vor, die sich auf den Übergang einer 
mit Ausbreitungsvektor £, auf die ebene Begrenzung des Mediums | 
einfallenden Welle ins zweite Medium bezieht und die in Abb. 1 (linke 
Hälfte) erläutert ist: in beiden Medien sind die zur einfallenden Fre- — 
quenz gehörigen Ausbreitungskugeln derart senkrecht übereinander 
(bezogen auf die Grenzebene) gezeichnet, daß die Grenzbedingung: 
= 


„gleiche Tangentialkomponente aller am Schwingungsvorgang  be- 


teiligten Ausbreitungsvektoren‘ unmittelbar als erfüllt einzusehen ist. > 
Stra (Mit ihrer Hilfe sind nämlich das f, des reflektierten und das f, des 
ı dar durchgehenden Strahls durch einfaches Herauf- oder Herunterloten 
konstruiert!) Die Abbildung erlaubt gewissermaßen, mit einem Blick 
der Ab alle Méglichkeiten fiir das Auftreten oder Nichtauftreten von Wellen 
= zu übersehen. Z. B. grenzen sich die Winkelbereiche der Totalreflexion 
rbreitt- 
beide 1) Begründet durch C. G. Darwin, Phil. Mag. 27. S. 315, 675. 1914, und 
der | P.P. Ewald, Ann. d. Phys. 49. S. 1, 117. 1916; 54. S. 519. 1917; Ztschr. Krist. 


(A) 9%. 8. 1. 1937; sowie E. Lohr, Wien. Ber. 188. S. 517. 1924. 
2) M. v. Laue, Erg. d. exakt. Naturwiss. 10. S. 133. 1931; Ann. d. Phys. [5] 

>3. 8.705. 1935; 30. S. 752. 1937; 28. S. 528. 1937; M. Kohler, Ann. d. Phys. 

(5] 18. 8. 265. 1933; E. Lamla, Ann. d. Phys. [5] 32. S. 178, 225. 1938. 
3) H. A. Bethe, Ann. d. Phys. 87. S. 55. 1928. j 
4) Artikel von A. Sommerfeld u. H. A. Bethe, Hdb. d. Phys. 
5) Man vergleiche dagegen P. M. Morse, Phys. Rev. 35. S. 1322. 1930, und . 

die beiden im folgenden als I und II zitierten Abhandlungen des Verf. in Ztschr. 


!. Phys. 109. S. 14, 236. 1938. 
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bei Einfall aus Medium II wie eingezeichnet ab. Die reciite Half, 
der Abbildung enthält gerade für diesen Fall eine gering ‘iigige Er. 
viinzung: bezeichnet der Pfeil £, unten rechts eine Einfallsrichtung, x 
ist das zugehörige f, unmittelbar, von = f + cf" aber zunächs 
nur sein Realteil { zu kop. 
struieren. Fügt man aber zı 
dem reellen, kugelförmigen 
Zweig der Ausbreit ungsflich: 
noch die (allerdings auf ein 
feste Grenzebenenstellung be. 


zogenen) hyperbolischen, kon- 
plexen Zweige wie eingezeich- 
net hinzu, so ist nicht nur f, 
sondern auch der von seiner 
Pfeilspitze ausgehende Imma- 
ginärteil f° der durchgehenden 
Welle durch einfaches Herauf- 
loten abzulesen?). In ähnlicher 
Weise soll im folgenden der 
Anschluß einer aus Medium | 
einfallenden Welle an Schwin- 
gungszustände im gitterartigen 
Medium II erörtert werden. 
Ehe allerdings dieses Rand. 
problem erledigt werden kann, 
ist es notwendig, das Binnenproblem des Raumes II zeichnerisch nı 
erfassen, denn die bloße Ausbreitungskugel der Abb. 1 muß offenbar 
durch eine kompliziertere Ausbreitungsfläche ersetzt werden. Dabe 
setzen wir den Fall schwach ausgeprägter Gitterstruktur, kleiner peri- 
discher Schwankungen des Brechungsindex voraus, der bekanntlich für 
Beugung von Röntgen- und schnellen Elektronenstrahlen an Kristallen 
gut verwirklicht ist. Wir beschränken uns ferner auf die Erörterun 
skalarer, praktisch also der Elektronenwellen. 


Il. Konstruktion der Ausbreitungsfläche im Gitter 
Eine grundlegende Schwierigkeit scheint der Vorstellung eine 
einfachen Ausbreitungsfläche im Kristall im Wege zu stehen: die eit: 
zelne ebene Welle mit Ausbreitungsvektor f, ist im Gitter nie 


1) Dabei ist an die Schreibweise et”? der Welle gedacht, so daß di 
tichtung von f” gleichzeitig die Richtung des exponentiellen Amplitudenabials 
der inhomogenen Welle bedeutet und die Gege nrichtung ( (— f'’), die an sich aut 
eine mögliche Lösung darstellt, ausscheidet. 
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E. Furs. Die Ausbreitungsfläche skalarer Wellen usw. 


oxistenzfähig. denn es bilden sich aus ihr unendlich viele Beugungs- 
wellen!) 


(1) fy 


ein beliebiger Gittervektor des reziproken Gitters, das gestrichelt 
, Abb. 2 angedeutet ist). Sie alle zusammen bilden ein dynamisch 
abgeschlossenes „Wellenfeld“‘, in welchem jeder Teilnehmer durch 
fortgesetzte Beugung allen anderen Intensität zustrahlt, so dab sich ein 
Gleichgewichtszustand 
ausbildet, der ın der 
dynamischen Theorie be- 
trachtet wird. 

Wenn auch bei 
schwacher Gitterstruktur 
meist nur eine dieser 
Wellen starke, alle an- 
dern schwache Ampli- 
tuden haben (in der Ab- 
bildung durch dicke und 
dünne Ausbreitungspfeile 
angedeutet), so ist es 
doch notwendig, nur in 
der Gesamtheit aller 
eine einheitliche Lösung Abb. 2 
zu sehen. Um diese ge- | 
dankliche Zusammenfassung zu unterstützen (und um gewisse, 
später zu schildernde Züge der Ausbreitungsfläche vorzubereiten), 
verschieben wir die Ausbreitungspfeile parallel so, daß alle ihre 
Pfeilspitzen in einem Punkt P (der zu zeichnenden Ausbreitungs- | 
fläche) zusammenfallen. Dies kann und soll auf unendlich viel- — 
fache Weise geschehen, indem irgendeiner der Vektoren fy fest- — 
gehalten, die andern zu ihm hin verschoben werden. Gezeichnet 
ist in Abb. 2 unten der Fall mit festgehaltenem f,: gleichberechtigt 
und gleichbedeutend sind jedoch alle Fälle, bei denen ein beliebiger 
Gitterpunkt des reziproken Gitters die Rolle des Ursprungs für irgend- 
einen der Vektoren übernimmt. 

Variiert man nun die Richtung von f,. so gewinnt man eine 
wendlich vielschalige, in Gestalt und Bedeutung mit dem reziproken 
(iitter periodische Ausbreitungsfläche (Abb. 3), die in nullter Näherung 


1) Die rechnerische Begründung der im folgenden dargestellten Gitterwellen- = he 


theorie findet sich z. B. in I und 11. u U 
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(vel. I) aus lauter Ausbreitungskugeln besteht, welche die Länge des 
„starken“ Ausbreitungsvektors |f)| mit der Frequenz so verknüpft: 

wie es für das homo- 
gene Medium imittlerer 
Eigenschaft II! nor. 
mal“ wäre (d.h. » ist 
die gewöhnliche Pha- 
sengeschwindigkeit in 
diesem ausgeglätteten 
Medium). 

Eine Abänderung 
dieser Ausbreitung- 
fläche ist in erster Nähe- 
rung an solchen Stellen 
anzubringen, bei denen 
mehr als eine Teilwell 
starke Amplitude be- 
kommt. Das geschieht 
stets (vgl. Abb. 4 
für Ausbreitungsvel 
toren f}, deren Lang 
nahezu in der „nor 
malen‘‘ Beziehung zu 
Frequenz des Wellen- 
feldes steht, für d 


(2) 


Abb. 3 


Nach Ausweis der St 
rungsrechnung _ beru 
das auf einer Art Res 
nanz, denn die Amplı 


| | tuden der Beu 
Abb. 4 wellen tragen 

Faktor (K? 
Physikalisch wird man freilich lieber sagen, das Ansch 


der Amplitude beruhe auf dem Beginn einer Braggscheı 
flexion, denn die Bedingung 'f5 ~ |f, zeigt, daß wir uns 
dem Schnittkreis der Kugeln um die reziproken Gitterpunkte 0 

g befinden, also nahezu in Reflexionsstellung gegenüber der Ne 
ebene Lg. So verschieden diese beiden Erklärungsgründe für da 
Anwachsen der Amplitude zunächst aussehen, erweisen sie sich doc 
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als identisch: denn es zeigt sich, daß die von einer Primärwelle hervor- 
serufenen Streukugelwellen in Richtung eines Interferenzstrahls in 
eben dem Maße phasengleich zusammenwirken, also zu Braggscher 
reflexion führen, als die von ihnen gemeinsam erzeugte resultierende 
Phasengeschwindigkeit »v: f, mit derjenigen der einzelnen Streu- 
kugelwelle (r: A) übereinstimmt. Unter der Bedingung f;? > f,? ent- 
steht also durch Beugungskoppelung eine starke Welle f, aus der- 
jenigen mit fg; das dynamische Gleichgewicht des Wellenfeldes ruht 
in erster Linie auf der Wechselwirkung dieser beiden. 

Der Gesichtspunkt der Resonanz zweier schwingungsfähiger 
Systeme läßt auch eine Nebenwirkung der Kopplung verstehen: die 
gegenseitige Verstimmung der beiden Wellen oder — bei festgehaltener 
Frequenz -— die Abänderung ihrer Schwingungsformen. In den 
semeinsamen Schwingungszustand gehen die beiden Wellen mit ver- 
änderter Wellenlänge ein, und 
es gibt zwei verschiedene sol- 
cher gemeinsamen Schwingungs- 
formen. Der etwas zu lange 
Ausbreitungsvektor f, verkürzt 
sich auf Kosten der Normali- 
tät von f,. Beide einigen sich 
auf eine wenig übernormale 
Länge: der Ausbreitungspunkt P 
rückt von der Ausbreitungskugel um 0 in das Zwischengebiet zwi- 
schen den beiden einander durehdringenden Kugeln. In der Gestalt 
der Ausbreitungsfläche ergibt das also eine Deformation aller um q 
gegeneinander verschobenen Kugeln in der Umgebung ihres Schnitt- 


kreises von der Art, daß sie ihrer gegenseitigen Durchdringung aus- 
weichen und statt dessen die zu gq senkrechte Schnittkreisebene 
senkrecht durchsetzen (vgl. Abb. 5). Das Maß der Abrundung, welche 
die Durchdringungskante nach beiden Seiten erfährt, geht am besten 
aus dem kürzesten Abstand 1, der beiden Flächenschalen hervor, 


ernch 


Sq cos 9, (sin = 


vom Kopplungskoeffizienten, d.i. von der Fourieramplitude Sg des 
Streuvermögens, abhängt. 

Ohne im übrigen viel auf Amplituden- und Phasenverhältnisse | 
vinzugehen, ist es zweckmäßig, sich für die Kopplung zweier Strahlen 
anzumerken, daß die Amplitudenbeträge der durch £, und f, bezeich- 
neten Wellen im umgekehrten Verhältnis der Wurzeln des ——— 
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von den undeformierten Ausbreitungskugeln um die Punkte 0 und 


stehen: 


Ihr Verhältnis ist also gleich in den Punkten P und Q® und reziprol 
zu dem in P™ und Y® der Abb. 6 unten. 


Mit Einschluß der Phasen gilt genauer, dab | 
(5) Mpa) = 1: : 1: - 


Die Veränderung der Amplitudenbeträge ist qualitativ angedeut 
oberen Teil der Abb. 6, an der zu erkennen ist, wie die Periodizitit 
Bedeutung der Au 


breitungsfläche (Abb. 7 


sich in den Übergang: 


gebieten von selbst her 
stellt. 

Eben wegen dies 
Periodizität braucht d 
Ausbreitungsfläche bei 
der praktischen Anweı- 
dung nur innerhalb ei 
Periode betrachtet 
werden, z. B. die 
Abb. 7b dick gezeicl 
ten Stücke. Die weit 
unten gegebenen 


spiele zeigen aber, 


es für die Übers 


Abb. 6 bequemer ist, dien 


schahgen, deformie! 

Be he der Fl 
stets vollständig vor Augen zu haben. Man wird sie also nicht d 
Periodizitätsgrenzen zerteilen, sondern lieber eine Mehrfachdarst 
gewisser Wellenfelder in Kauf nehmen. Die Ausbreitungsfläcl 
deshalb in Abb. 7¢ so weit stark gezeichnet, als ein im festen Urspru 


entspringender „primärer“ Ausbreitungsvektor f, (das Wort « 
erst im Randproblem einen Sinn) stark am Wellenfeld beteiligt 
Man erhält auf diese Weise als reduzierte Ausbreitungfläche 
Kugel mit Halbmesser X um O0, die längs gewisser Schnittkreis 
Nachbarkugeln aufgeschlitzt und dort nach beiden Seiten auf- 
eingebogen ist. Ihre Punkte sind Vertreter von Wellenfeldern: 
enthalten nur eine starke Welle, wenn der Ausbreitungspunkt a! 
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einem undeformierten Kugelstück hegt: dagegen zwei oder mehrere, 
wenn er auf tem Gebiet einer jener abgerundeten Durchdringungs-. 
kanten hegt. 

Eine Übersicht über die Deformationsgebiete der Ausbreitungs- 
kugel vermitteln z. B. die von Kossel!) für das reziproke Gitter eines 
flächenzentriert kubischen Kristalls und verschiedene Wellenlängen 
konstruierten Schnittkreisgesamtheiten?). Man erkennt leicht, daß 
unterhalb einer gewissen Grenzwellenlänge die Zahl der Durch- 
dringungen einer Ausbreitungskugel mit andern Kugeln von null ver- 


schieden, aber endlich ist, und daß für eine noch kurzwelligere Grenze 
erstmals Durchdringungen von drei oder mehr Kugeln in einem Punkt 
vorkommen, was die Existenz von Wellenfeldern mit drei und mehr 
starken Strahlen anzeigt. Das Dreistrahlproblem ist in II ausführlich 
und vollständig rechnerisch behandelt; es soll deshalb hier nur ein 


1) W. Kossel, Ann. d. Phys. [5] 25. S. 512. 1936. 

2) Sie sind bei ihm zwar als geometrischer Ort der Int rferenzrichtungen 
aufgeführt, während sie in unserem Zusammenhang als diejenigen Primärrich- 
‘ungen auftreten, welche starke Interferenzstrahlen auslösen. Wegen der grund- 
sätzlichen Gleichberechtigung aller starken, an einem Wellenfeld beteiligten Wellen 
ührt aber beides zum selben Ergebnis. 
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praktisch wichtiger Sonderfall erwähnt werden, der mit einem Blick 
das Auftreten gewisser Ausweichungserscheinungen der Kikuchilinien 
verständlich macht: Abb. 8 stellt in vergrößertem Maßstab die Up. 
vebung eines Durchdringungspunktes dreier Kugeln dar, die aber 
durch ihre (in verschiedener Schraffie- 
rung gekennzeichneten) Tangential- 
ebenen ersetzt und bereits im Sinn 
der Beugungskopplung deformiert 
sind. Dabei ist angenommen, daß 
die Kopplung S,, zweier Wellen 
sehr viel stärker (die Schnittkante 
zweier Kugeln sehr viel weitreichen- 
der abgerundet) sei, als diejenige: 
aus bzw. In der oberen 
Abbildung sind die den letzteren ent- 
sprechenden Abrundungen ganz weg- 
gelassen, in der unteren Zeichnung 
nachgetragen. Man erkennt, daß sich 
eine hyperbolische Ausweichung der 
Schnittkreise bzw. der mit ihne 
verknüpften Deformationsgebiete 

der nicht schraffierten Kugel her 
gestellt hat. Da diese vom Mittelpunkt der nicht schraffiert 
Kugel aus gesehen, aber die möglichen Interferenzrichtungen ent- 
halten, so muß ein Ausweichen der Interferenzlinien die unmittelba: 
Folge sein. Das wird durch die folgende Betrachtung noch deutlich 
werden. 


Abb. 8 


III. Erörterung des Randproblems mit Hilfe der Ausbreitungsfläch 


a) Der Lauefall zweier Strahlen 


Abb. 9 zeigt den von außen (Raum I) auf den Kristall (Raum I 
einfallenden Strahl f. Herunterloten von f£; liefert zwei Punkte 
der Ausbreitungsfliche auf den beiden Schalen eines Deformation® 
gebietes. Dasselbe rührt von der Durchdringung der Kugeln um 
und O’, und ein Blick auf die Pfeile 0’ P® lehrt, daß ein rein 
lauefall vorliegt, bei welchem nicht bloß die Vekloren f,”, sonden 
auch die durch Beugung hervorgehenden Interferenzstrahlen &" ı 
den Kristall hineinweisen. Als Randbedingungen ergeben sich daher 
wenn das „mittlere“ Medium II einen Brechungsindex nahe an | 
gegenüber dem Außenraum besitzt (so daß eine reflektierte Welle ıı 
letzterem vernachlässigt werden kann), 
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| Yo” + Yo” = Wauben = 


| ya” + 


(6) 

(denn in Richtung fy fällt von außen nichts ein!). 

)iese Gleichungen, zusammen mit den in Gl. (4) bestimmten 

oO 

Werten von = legen die Amplituden der beiden 
Wellenfelder fest, die mit je zwei starken Strahlen die Außenerregung 
in den Kristall hinein fortsetzen sollen. 


Randbedingung: 
m) (2) 


Yo + Yo 


: Abb. 9. Lauefall zweier Strahlen (symmetrisch) 


In Abb. 10 ist nun versucht, das Interferenzsystem im Kristall 
für den symmetrischen Lauefall aus Abb. 9 zu konstruieren. Dabei 
ist zunächst angenommen, daß die Einfallsrichtung £ durch Herunter- 
loten genau in die Mitte der Deformationshyperbel der Punkte P®, P® 
treffe. (Nachträglich soll die Einfallsrichtung nach beiden Seiten 
variiert werden.) Die Wellen 1 und 2 ergeben, überlagert, eine fort- 
schreitende Welle mit Ausbreitungsrichtung (t — 12) , deren Ampli- 


tude gemäß dem Faktor cos“? 5 UT den in der Abbildung ver- 


anschaulichten Schwebungen unterliegt; mit einem Schwebungs- 
maximum an der Eintrittsfläche, weil sie dort die von außen einfallende 
Intensität aufzunehmen haben. Auch 3 und 4 liefert ein durch den 
Amplitudenfaktor —i sin = 


bestimmtes, in anderer Schraf- 
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fierung gezeichnetes Schwebungssystem zur Fortschreitungsrichtung 
+) 


Seine Interferenzstreifen beginnen an der Gronzfläch 


mit Amplitude Null, weil ein Strahl der Richtung f, von aulen nicht 
einfällt, sondern est durch Beugung im Gitter im Verlauf der ersten 
Schwebungshalbperiode entsteht. (Außerdem sind sie, wie der 


Faktor i anzeigt, zeitlich um die Phasendifferenz — > vegen die 


ersten versetzt.) Die Intensität „pendelt‘“ beim weiteren Fortschreiten 
zwischen den Riclitungenf, 
und f, hin und her, wie 
dies Ewald!) früher be. 
schrieben hat. Die Schwe- 
bungsperiode 6 ist ohne 
Beziehung zur Zellgröße 
des Kristallgitters, das in 
der rechten Hälfte da 
Abbildung gestrichelt an- 
gedeutet ist, denn d 
Ausbreitungsdifferenz 


b=f —£,=—[,- 


hängt, wie wir ges 
haben, nur vom Koj 
lungskoeffizienten 


Anders bei dem r 

B zensystem , welches 
der Überlagerung 
u Abb. 10 Wellen (1 + 2) und ( 


entsteht. Es besitzt 
turlose Streifen paral 


Kristalloberfläche in der Tiefe der Maxima und Minima der 


beschriebenen Schwebungserscheinungen, weil ja dort jeweils n 
Wellenpaar nieht verschwindende Amplituden hat. In den Zwis 
gebieten dagegen entstehen neue, zur Oberfläche senkrecht verlav 
Interferenzstreifen mit Gitterperiode (oder einer „Oberschwin; 
derselben). Sie sorgen dafür, daß z. B. alle in den Ecken einer Zel 
liegenden Atome A mit verstärkter oder mindestens normaler Inter 
sität „beleuchtet“ sind; dementsprechend eine Atomsorte € in d 
Seitenmitte der Zelle mit abgeschwächter Intensität, so daß beid 


l) P. P. Ewald, a.a. O. 
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Sorten aber von einer symmetrischen Intensitätsfunktion umgeben 
ind. Dagegen ist für die normal beleuchteten Atome B die um- 
sebende Intensität eine ungerade Funktion der zur Oberfläche 


parallelen Koordinate. 


Das Gesagte gilt zunächst für Ausbreitungspunkte PVP? auf 
der reellen (Mittel-) Achse der Deformationshyperbel. Dreht man die 
Einfallsriehtung durch die entsprechende Stellung durch, so wandern 
P”’P® auf den beiden Hyperbelzweigen, was eine Verschiebung des 
Interferenzsystems zur Folge hat: nach rechts und links hin wird die 
Ausbreitungsdifferenz d größer, der Abstand der horizontalen Inter- 
ferenzstreifen schrumpft also. Gleichzeitig verblaßt mit kleiner 
werdenden Amplituden y,'° das Streifensystem und macht einer 
homogenen Durchleuchtung Platz. Schließlich findet beim Durch- 
drehen des einfallenden Strahls vom einen zum andern Rand des 
Interferenzgebietes noch eine Horizontalverschiebung der Streifen um 
eine halbe Zellbreite statt, was aus der Phasenregel (5) abgelesen 
werden kann. Da es nun nicht möglich ist, diese Veränderungen der 
Durchleuchtung des Kristalls unter Festhaltung seiner Atomlagen in 
einer beweglichen Figur auszudrücken, so wurde die Beleuchtungs- 
variation der einzelnen Atomlagen durch eine Relativbahn des 
Atoms im ruhenden Interferenzsystem angedeutet und das Ergebnis 


sehen in den unten zugefiigten Beleuchtungskurven für die Atomlagen 4, 


‘opp. B, € zusammengefaßt. Nach dem Reziprozitätssatz kann man aus 
G diesen Figuren auf die Ausstrahlung einer Atomquelle in die Aufien- 
richtung (— f) schließen und darf die Beleuchtungskurven 4, B, € 
direkt als entsprechende Verteilung der aus den Atomen A, B und € 
stammenden Intensität quer zur Interferenzlinie deuten. Man erkennt, 
daß 4 eine dunkle, C eine helle symmetrische, B dagegen eine anti- 
symmetrische Helldunkellinie in die Umgebung von f ausstrahlen 
würden, die sämtlich noch von einem feinen parallelen Streifensystem 
gleitet wären. Da die letzteren aber für Atomquellen größerer Tiefe 
nger legen (weil bei dem Schrumpfungsvorgang der horizontalen 
ur ein terferenzstreifen ein tief liegendes Atom sehr viel rascheren Wechsel 
schen- ebt), so werden sie sich in der mittleren Wirkung der Atome aller 
ufend ‘len wegheben. Übrig bleibt dann bei symmetrischer Atomlage eine 
linkle oder helle Einfachlinie, bei antisymmetrischer oder unsymme- 

inscher Lage dagegen eine Helldunkellinie mit anschließender Schwär- 

‚ungsstufe, ganz ähnlich wie Ott!) diese Erscheinung erklärt hat. 

Auch der Komplementaritätssatz (daß Interferenzlinien, die durch 

-vordere oder „hintere“ Reflexion an einer Netzebene entstanden 


1) H. Ott. Ann. d. Phys. [5] 31. S. 264. 1938. 
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sind, komplementäre Intensität besitzen) geht aus dem Vektorschema 
leicht hervor, wenn man überlegt, daß bei Einfall von links nicht bloß 
die Maxima und Minima der horizontalen Streifenreihen vertauscht 
sind, sondern auch die zeitliche Phasenversetzung von (3 + 4) gegen. 
über (1 + 2) umgekehrt wird. Zur Verdeutlichung sind in Abb. 1] 
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Abb. 11 


die Beleuchtungsverhiltnisse im Kristall bei Einfall von links u 
rechts einander gegenübergestellt. 


b) Der Braggfall zweier Strahlen 


Wir betrachten zunächst eine Einfallsrichtung innerhalb dé 
Darwin-Ewaldschen Totalreflexionsbereichs (Abb. 12). Herunte- 
loten von f, führt in eine Lücke der Ausbreitungsfläche; f besitz 
demnach keine reelle Fortsetzung im Kristall. Nach Art der Abb.) 
ist jedoch ein komplexer Zweig der Ausbreitungsfläche ergänzt, d# 
(besonders in der Vergrößerung links) erlaubt, das f + 7 £” derinl 
genen Welle im Kristall abzulesen; die Rückwirkung nach aw 
Totalreflexion. Man erkennt, daß die inhomogene Welle in der! 
des Totalreflexionsbereichs am stärksten, an den Rändern sc 
exponentiell abfällt, und entnimmt aus der Phasenregel (5 
Maxima und Minima der von f, und f,’ erzeugten Interferenzstt 
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an den beiden Rändern vertauscht sind. Dicht außerhalb des Total- 
reflexionsbereichs erhält man zwei reelle Ausbreitungspunkte (Abb. 13). 
Sie repräsentieren zwei Wellenfelder aus homogenen Wellen, welche, 


könnten. Anders als in Abb. 9 weist jedoch die Interferenzrichtung f, 
aus dem Kristall heraus; die zweite der Randbedingungen (6) ist 
lemnach hinfällig. Es erhebt sich die Frage, was an ihre Stelle tritt. 
Ewald?!) hat in diesem Fall eine Kristallplatte bestimmter Dicke 
letrachtet und als zweite Randbedingung gefordert, daß auf die 
intere Grenzfläche der Platte in Richtung f, keine Welle einfällt. 


Nie stets bei der Plattenoptik schwanken aber die Ergebnisse perio- 
isch mit der Plattendicke D und bedürfen erst einer nachträglichen 
Reinigung von diesem praktisch nicht verwirklichten Einfluß. 
Kohler?) hat statt dessen betont, daß der Kristallhalbraum noch 
wit einem Absorptionskoeffizienten auszustatten ist, wenn man dem 
"perimentellen Sachverhalt nahekommen will und daß dieser 


I) Vgl. Hdb. d. Phys. XIII. 2. 2. Aufl. 8.291. Springer, Berlin 1933. 
2) M. Kohler, Ann. d. Phys. [5] 18. S. 265. 1933; vgl. auch M. v. Laue, 
Ann. d. Phys. [5] 23. S. 705. 1935. 2 
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Gesichtspunkt zur Ausscheidung eines der beiden Wellen'Ider der 
Abb. 13 führt. In Abb. 14 ist dem Rechnung getragen, indem die 
Ausbreitungsfläche so durch komplexe Zweige ergänzt ist, dab der 

zu jedem reellen F in. 


folge der Absorption hinzu- 
 tretende imaginiire Vek. 

if’ abgelesen werde 

kann. Man erkennt, dal 

in der Tat nur eine 

der beiden Wellenfelde 


77. brauchbar ist, weil z.B 


nur das F’ des Punktes 
= den Kristall hin 


weist, während das f 
die Gegenrichtung 


= exponentielleı 
N 
: stieg der Amplitu 


Innere bedeutet!). 
Dies führt ar 
/ gende  Beleuchtu 


N / E 
hiltnisse ım Kk 


innern, die in A 
al Abb. 13 


dargestellt sind ?). 

Weitab vom 
winkel ist der Kristall homogen durchleuchtet (mit schwach 
ponentiellen Abfall wegen der Absorption). Mit Annäheru 
den Totalreflexionsbereich bilden sich die Interferenzen mit 
periode aus und erreichen einen Maximalstand am Ran 


AG" 1) Eine nachträgliche 
Braggfall sichtigung der Absorptionskoef 
ten im Lauefall ergibt, daß s 
seiner Behandlung nichts wesent 
ändert! 

2) Da im Braggfall 
einfaches System von Interfen 
streifen vorliegt, kann dasselbe 
dimensional (vertikal in Abb. 
dargestellt werden. In der zweit 
(horizontalen) Dimension der Fig 
kann man deshalb direkt die 4 
hängigkeit vom Einfallswinkel au 
drücken, die in Abb. 11 nur kiinst! 
durch eine Atom,,‚bahn‘“ relativ zu 
Interferenzsystem angedeutet 
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selben. Dieser wird im Totalreflexionsbereich, bloß mit starker 
Exponentialdämpfung, beibehalten, gleichzeitig verschiebt sich das 


Streifensvstem um eine Halbperiode bis zum andern Rand des Total- 


reflexionsgebietes. Jen- 
seits verblaßt die Inter- 
ferenzerscheinung wieder. 
Dieser Verlauf läßt die 
von v. Laue!) gegebenen 
Beleuchtungskurven für 
verschieden tiefliegende 
Atome unmittelbar (quali- 
tativ) verstehen. 

Der Fall dreier Strah- 


len, der, wie wir gesehen YY Why WÄR} YY 
haben, normalerweise auch YL, 22224 

vorkommt , ist, wie er- 

wähnt, in II ausführ- 
lieh erörtert. Ein Blick 
auf Abb. 8 wird aber 
jetzt noch  verständ- 


licher machen, warum 
in vielen Fällen (nämlich 
immer, wenn ein Kopp- 
lungskoeffizient groß ist 
gegen die beiden anderen) 


ganz einfache hyperboli- 


sche Ausweichungen der 
Kikuchilinien eintreten, 
deren Gestalt einen ziem- 
lich direkten Schluß auf 
den großen Strukturfaktor 
zuläßt. Man hat ja nur das über den Laue- bzw. Braggfall zweier 
Strahlen Gesagte sinngemäß auf den unteren Teil der Abb. 8 zu 


übertragen. 


Abb. 15 


IV. Die besonderen Verhältnisse 
bei der Beugung schneller Elektronen 


Bei der Deutung der Kikuchilinien und ihrer Enveloppen hat 
man sich einige Besonderheiten der schnellen Elektronen vor Augen 
zu halten: 


1) M.v.Laue, Ann. d. Phys. [5] 28. S. 730. 1935. 
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Eirstens besitzen die Kugelwellen, die von einem unelastisch ge. 
troffenen Atom des Gitters als Sekundärquelle ausgehen, cine sehr 
ausgesprochene Vorzugsrichtung der Emission. Da sich niimlich di 
Knergie der unelastisch gestreuten Elektronen nur unwesentlich von 
derjenigen der primären Strahlung unterscheidet, muß auch ilıre Streu. 
richtung ganz überwiegend 
nach ‚vorn‘ weisen. Es is 
also eine stark inhomogen 
Kugelwelle, die zur Emission 
kommt, und das scheint dem 
Verf. der Grund, warum Ki- 
kuchis erste elementare Er. 
klärung der Hell-Dunkelver- 
teilung seiner Linien im we. 


sentlichen erfolgreich war 
trotzdem sie die von Koss: 
und v. Laue betonte Inter 
ferenz der ungebeugten und 
gebeugten Welle, die von de 
Atomquelle ausgeht, nicht be. 
rücksichtigt. 

Zweitens bedingen 
kleinen Beugungswinke 
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K 
b 
liches Verhalten der Ausw 


chungserscheinungen. Man 
Abb. 16 E kennt das leicht, wenn n 
nach Abschnitt II versu 
sich die Ausbreitungsfläche zu konstruieren. Für niedrig: 
nungsvektoren gq liegen nämlich die Mittelpunkte der sich 
dringenden Ausbreitungskugeln in Abständen auseinander, di 
gegen den Kugelradius sind. Die Ausbreitungsfläche in de 
der Durchdringung zweier Kugeln sieht also ähnlich wie Ab! 


> 1 ein ganz eigentii 


oben aus: ein hyperbolischer Ring mit zwei ganz flach nebeneinaı 
liegenden Flächenzweigen. Kommt eine dritte Ausbreitungskug 
hinzu, so ist auch deren Schnitt mit den beiden anderen ganz schw 
geneigt gegen die genannten Flächen. Die Schnittfigur ist desh 
weit auseinander gezogen, wie es der untere Teil der Abb. 16 lel 
dessen Bedeutung wieder im Anschluß an Abb. 8 entnommen werd 
möge. Man erkennt, daß es aus diesem Grunde gelegentlich zu & 
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sds ausgedehnten Ausweichungen der Kikuchilinien kommen kann, wie 
die solehe tatsächlich auch beobachtet sind. 

vn Ja noch mehr: Zur Konstruktion der Linieninterferenzen hat 
treu- man die Ausbreitungskugeln um sämtliche Punkte h des reziproken 
gen Gitters miteinander zum Schnitt und an den Durchdringungs- 
5 te gebieten die oben beschriebenen Deformationen anzubringen. Aus 
gene der Gesamtheit dieser Kugeln greifen wir nun eine lineare Reihe 
sslon heraus, deren Mittelpunkte je um den kleinen Ordnungsvektor q 
dem einer niedrig indizierten Netzebene verschoben sind (Abb. 17). Wir 
Ki- denken dabei in erster Linie an Spaltebenen oder solche Netzebenen, 


ntüm- 


uswel- 
lan er- 


Abb. 17 


die zur Oberflächenbildung neigen. Dann sind nicht bloß ihre Mittel- 
du punkte einander sehr nahe, sondern auch ihre Durchdringungsgebiete 
stark deformiert, weil der Strukturfaktor einer solehen Ordnung gq als 
besonders groß anzunehmen ist. Abb. 17 lehrt, daß die deformierte 
Kugelreihenfläche dann (wenigstens die äußerste Schale) sehr nahe die 
| Gestalt eines Kreiszylinders erhält, dem man die Entstehung aus einer 
M diskreten Kugelfolge, also die Zugehörigkeit ihrer Mittelpunkte zu 
“ “ner geraden Folge von Gitterpunkten gar nicht mehr ansieht. Wenn 
’ eine solche Kugelgesamtheit mit der Ausbreitungskugel um O zur 
> Jehr Durchdringung kommt, entsteht ein (aufzuschneidender und um- 
me mbiegender) Schnitt wie in Abb. 17 unten, dessen Projektion von O 
ai die scheinbare völlig stetig Einhüllende einer (schrittweise um die nee 
hung g fortschreitenden) Kikuchilinienschar ist. 
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Der Verf. möchte im Sinne dieser Überlegungen vorschlagen, d 
von Shinohara u.a. gefundenen Enveloppen doch als (d\namis 
verbogene) Raumgitterinterferenzen zu deuten, obwohl bei ihnen 
(scheinbar!) — eine Lauebedingung außer Kraft gesetzt ist. Dab 
freilich die vom Jubilar dieses Heftes aus der Auffassung als Obi 
flächengitterinterferenzen erhoffte Auskunft über innere Oberfläel 
im Kristall nicht mehr zu erwarten. Es bedürfen dann aber gewis 
Schwankungen der Krümmung der Enveloppen, die bei genau 
Yusehen auch in die von Lamla!) wiedergegebenen Aufnalimen y 
Finch deutlich zu bemerken sind, keiner besonderen Deutuneg: § 
sind eine ganz natürliche Folge der Abweichungen der Flächen 
Abb. 17 oben von der idealen Zylindergestalt. Auf diese Schwankung 


der Krümmung hat übrigens schon Shinohara?) ausdrücklich auf- 


merksam gemacht und einer Vermutung von Emslie?) gegenüb 


betont, daß es sich wahrscheinlich um dynamisch deformierte Raun- 


gitterinterferenzen handelt und nicht, wie es zunächst den Anschei 


hat, um Flächengitterinterferenzen. Eine endgültige Entscheidung is 


natürlich erst von durchgeführten Rechnungen zu erwarten, dere 
Inangriffnahme die oben dargelegten geometrischen Vorstellunge 
erleichtern mögen. u 

1) E. Lamla, a. a. 0. 


2) K. Shinohara, Phys. Rev. 47. S. 730. 1935. 
3) A. G. Emslie, Phys. Rev. 45. 8. 43. 1934. 
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Kohler. Untersuchungen über den Einfluß der Temperatur usw. 


Untersuchungen über den Einfluß der Temperatur 
auf die Röntgeninterferenzen en 
an einatomigen hexagonalen Kristallen 
Von Max Kohler 


(Mit 3 Abbildungen 


1, Einleitung 
Der Temperaturfaktor, der den Einfluß der Wärmebewegung auf 
ie Intensität der Réntgenreflexe angibt, wird gewöhnlich in der 
Form e=” geschrieben. Die Funktion M ist explizit von Debye’), 
Waller?) für den Fall des einatomigen, isotropen festen Körpers 
herechnet worden. Sie lautet in diesem Fall: 
6h? sin? & 1 
Hierin bedeutet A die Plancksche Konstante, m die Masse eines 
Kristallatom, k die Boltzmannkonstante, © die charakteristische 
Temperatur, ‘+ den halben Winkel zwischen Primärstrahl und Inter- 
ferenzrichtung, A die Wellenlänge des Röntgenlichts, x das Ver- 
hältnis O/T und ®(x) die Debyesche Funktion: 


Dia) = + f=". 


Diese Formel, die ihrer Ableitung gemäß nur fiir kubisch kristalli- 
sierende Stoffe richtig sein kann, ist experimentell im Falle von 
kubischen Kristallen auch ganz gut bestätigt worden). Es zeigt sich 
auch hier, wie in der Theorie der spez. Wärme der Festkörper, daß 
das einfache Debyesche Modell, das die Wärmewellen mit Schwin- 
gungen des elastischen Kontinuum identifiziert, offenbar der Wirk- 
lichkeit in kubischen Kristallen sehr nahe kommt. Der Debye- 
Wallerschen Formel (1) liegt folgender Ausdruck zugrunde, der für 
beliebige Kristalle gültig ist*): 

2a) M=Sn?-u 


mit: 


| M = 


sin? o 


h 2 . 
(2b) u if) = (st, N | 
J, e* 


*) C. Zener, Phys. Rev. 49. S. 122. 1936. 
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wobei M’ die Gesamtmasse des Kristall, % den Ausbreitunesvektor 


ist, bedeutet. Außerden da 


einer Wärmewelle, deren Wellenlänge 


kennzeichnet der Index j eine der 3 Wellen, die zu jedem Ans. 
breitungsvektor & gehören, » (8,7) ist die klassische Frequenz der { = 


Welle (8,7) und Y, (8,7) das Quadrat des Richtungskosinus zwisch 
dem Vektor — (wo $, und 3 die Einheitsvektoren in Ricı- 


tung des Primärstrahls und des Interferenzstrahls sind) und di 


Schwingungsrichtung der elastischen Welle (8.7). Die Summation is ” 

über alle Eigenschwingungen des Kristall zu erstrecken. Wie s 

zeigen läßt, ist die Größe u(b) das mittlere Verschiebungsquadı 
eines Atom in der Richtung von . ist. 
In isotropen und kubisch kristallisierenden Körpern ist u und per: 
damit M für alle Richtungen § der Normalen der reflektierende: kan 
Netzebene gleich groß. Bezeichnen wir die Richtungskosinus d ; 
(3) 


Schwingungsrichtung der Welle (8,7) mit @g;, Pej, Yu; so ist 
| 


7y(%, 7) = Die Größe u(h) ist also eine Die: 


quadratische Funktion der Komponenten des Vektors h. Da d nete 
Funktion u(h) den Symmetrieen des Kristall unterworfen werden riscl 
muß, folgt sofort, daß in Kristallen, die eine 3-, 4- oder 6-zihlige das 
Symmetrieachse besitzen, die Größe u(h) axiale Symmetrie um dies sent 
Achse aufweist. In hexagonalen Kristallen, die hier besonde und 
trachtet werden, ist also: Au 
Ist V 
ud) = +3) = u, cos?d + u, sin?d. retis 
expe 
Hierin ist ö der Winkel der Normalen h der reflektierenden \ über 
ebene mit der hexagonalen Achse, die parallel zur z-Achse orient krist 
sei. Die explizite Berechnung der Größen u, und u, setzt genau wied 
Einsicht in die Dynamik der Wärmeschwingungen voraus. Eine the0- aus ı 
retische Bestimmung von u, und u, ist schon von C. Zener‘)! recht 
die hexagonalen Elemente Zn und Cd in höheren Temperatur angil 
unter Benutzung des Debyeschen Modells durchgeführt worden in de 
einzelnen macht Zener folgende Annahmen über die Gitterv willki 
a) Vernachlissigung der Dispersion, beide 
b) Annahme einer für alle Fortpflanzungsrichtungen m 
großen minimalen Wellenlänge 7, = (3=)" (n = Zahl von At neal 
pro cm?). stamn 
c) Die Zahl der Eigenschwingungen, deren Ausbreitungsrichtun 
in den Raumwinkelbereich dQ fällt und deren Frequenz zwisch : 
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tor und liegt, ist durch V gegeben*), 
lem dabei ist 1 das Volumen, c(St,7) die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der Wellen in der Richtung St. Führen wir den Einheitsvektor 
der = 7 in der Fortpflanzungsrichtung ein, so folgt aus (2b): 
hen 

; Dia) + dQ, 
der wo ®(x) wieder die nn Funktion des Argumentes 
Ist 

ara 

ist. Zener zeigt, daB die eckige Klammer im Gebiet höherer Tem- 
und peraturen (2 < 2) mit guter Genauigkeit gleich 1 gesetzt werden 
den kann. Dann ist also: 
der KT-V 
ist (3) ad) ig J cba 
eine Dieses Integral hat Zener unter Verwendung der elastisch berech- 
de neten Schallgeschwindigkeit c(f,7) und Schwingungsrichtung nume- 
vin risch für den Fall § 1 z-Achse und | z-Achse ausgewertet. Für 
blige das Verhältnis wy/u, ergaben sich für Zn und Cd Werte, die we- 
Zum sentlich größer als 1 sind. d. h. die mittlere Verschiebung der Zn- 
‚be ME und Cd-Atome infolge der Wärmebewegung ist in Richtung der hexa- 


gonalen Achse größer als senkrecht dazu. Diese Aussage der Theorie 
ist vom Experiment bestätigt worden), wobei allerdings die theo- 
retisch berechneten Anisotropiezahlen (w,/u,) keineswegs mit den 
experimentellen Werten übereinstimmen. Diese Diskrepanz ist nicht 


Netz- überraschend, da man weiß, daß auch die spez. Wärme der hexagonal 
ntiert kristallisierenden Stoffe nur schlecht durch die Debyesche Theorie 
nat wiedergegeben wird. Dies wird illustriert durch die Abb. 1, die die 
theo- aus den experimentellen Daten an Zn nach einer Debyefunktion be- 
4) fit rechneten @-Werte in Abhängigkeit von der abs. Temperatur T 
ture angibt. Bei den MeBpunkten von Keesom und van den Ende‘) 
n. In in den tiefsten Temperaturen ist die Elektronenwärme, nicht ganz 
ellen wilkiirfrei, in der Weise zum Abzug gebracht worden, daß bei den 
beiden tiefsten MeBpunkten (T = 2° und 3,2°abs.) @ denselben Wert — 
oleict haben soll. Wahrscheinlich liegt der auf T = 0 extrapolierte Wert 


für die charakteristische Temperatur noch etwas höher als der 
höchste Punkt ( 310°) in Abb. 1. Die Meßpunkte oberhalb von 20° abs. 
stammen von Clusins und Harteck’). Bei strenger Gültigkeit der 


SCHE! *) Vgl. z. B. M. v. Laue, Ann. d. Phys. 4. $. 1197. 1914. 
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Debyeschen Theorie sollte sich ein konstanter Wert für © ergeben, 
der mit dem aus den elastischen Konstanten berechneten iberein- 
stimmen müßte. Der O-Wert für Zn ist von Honnefelder®) ay 


Grund der elastischen Konstanten von Griineisen und Goens? 


a 


+Ülusius und Harteck. | 


o Keesom und van den Ende | 


| 
| 


Abb. 1. Die charakteristische Temperatur von Zn 
nach den Messungen der spez. Wärme von Keesom und van den End 
und Clusius und Harteck 


berechnet worden. Es ergibt sich der Wert: Oz, = 305°. Tatsiichlid 
liegen die beobachteten @-Werte erheblich unter dem elastisch 
rechneten und schwanken sehr stark mit der Temperatur; nw 
schr tiefen Temperaturen scheint eine asymptotische Übereinstimmun 
zwischen dem beobachteten und elastisch berechneten @-Wert 
handen zu sein, wie dies theoretisch gefordert werden muß. D 
ist zu erwarten, daß das Debyesche Modell auch den Temperatur 
einfluß auf die Röntgeninterferenzen nur in tiefsten Temperatu 
quantitativ richtig liefern wird, wo man unabhängig von den 
nahmen a) und b) der Zenerschen Rechnung wird. In der folget 
Untersuchung soll deshalb das Verhältnis u,/u, des temperatur 
abhängigen Anteil von u(h) (d. h. nach Abzug der Nullpunkts 
schwingungen) in tiefen Temperaturen für Zn und Mg aus da 
elastischen Konstanten bestimmt werden. Dies ist die einzige Al- 
isotropiezahl w,/u,, die man auf Grund des Debyeschen Modell 
berechnen kann, die wenigstens im Grenzfall tiefster 'Tiemperatureı 
mit der Wirklichkeit etwas zu tun hat. 

Die Annahme b) der Zenerschen Rechnung läßt sich hinsicht- 
lich ihrer Gültigkeit an Hand der Abb. 2 diskutieren, wo die 1. Brillouir- 
zone für die hexagonale dichteste Kugelpackung eingetragen ist" 
Innerhalb dieser Zone müssen sich die Endpunkte der Ausbreitung 
vektoren der Wärmewellen befinden. Die Tab. 1 gibt in ihrer letzte 
Spalte das Verhältnis 0A:OB an, wobei O der Mittelpunkt de 
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Zone, A der dem Punkt O nächste Punkt der oberen Grundfläche Pr 


und B der dem Punkt O nächste Punkt einer Seitenfläche des 
Prisma ist. Dieses Verhältnis ist ein gewisses MaB für die Ab- 
weichung der Zone von der Kugelgestalt. Wie die Tabelle zeigt 
dürften wohl die Fehler, die durch die Annahme b), die die Zone 
durch eine inhaltsgleiche Kugel ersetzt, entstehen, nicht sehr groß 


Abb. 2. 
Brillouinzone fiir einen Kristall, dessen 
Struktur die hexagonale dichteste Kugel- 
packung ist. Die Héhe des Prismas 
ist 2c und die Seitenlänge der Grund- 
fläche 23a 


sein. Außerdem wird sich zeigen, daß man die Integrale in (3), die 
Zener für Zn und Cd numerisch ausgewertet hat, geschlossen durch 
die elastischen Konstanten ausdriicken kann. 


Tabelle 1 


Element OA OB 
1,856 0,933 
1,886 0.918 
1,585 1,093 
g 1,624 1,067 
dichte Packung 1,633 1,061 
2, Berechnung von u n/eı in tiefen Temperaturen für Zn und Mg 
Da auch am absoluten Nullpunkt sämtliche Debyewellen noch 
mit einem halben Quant angeregt sind, so benötigen wir zur Be- 
rechnung der Wärmeschwingungen am absoluten Nullpunkt streng 
genommen das ganze Frequenzspektrum, das man nur ungenau 
kennt. Davon unabhängig wird man, wenn man nur den temperatur- 
abhängigen Anteil von mw untersucht, da man dann nur das lang- 
vellige Frequenzspektrum der elastischen Wellen braucht. Dieser 
Anteil von u ist auch physikalisch von großer Bedeutung, da bei 
Messungen des Verhältnisses von Reflexen bei verschiedenen Tempe- 
raturen der Anteil der Nullpunktsschwingungen herausfällt. Aus (2) 
folgt: 
S | (Fj) d $2 


— ı e¢,3)* 


>J Ej) d Se 


‘ao 
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Hierin ist 7, (£, 7) der cos des Winkels zwischen der Schwingung 
richtung der elastischen Welle ($%,5) und der hexagonalen Achse. 
und y,(£,j) ist der cos des Winkels zwischen der Schwingung: 
richtung der Welle (8,7) und einer Richtung senkrecht zur hey. 
gonalen Achse, etwa der z-Achse. Zur zahlenmäßigen Auswertune 
von (4) braucht man die Kenntnis der Richtungsabhängigkei 
von c(f,j) und die Größen 7, (f,7) und 7, (f,7). Um diese Größen 
zu finden, geht man von den elastischen Grundgleichungen aus und 
macht für den Verschiebungsvektor d den Ansatz einer linear polari- 
sierten, fortschreitenden monochromatischen Welle » = 
Zur Bestimmung der Komponenten von X und der Frequenz » erhält 
man bekanntlich das homogene lineare Gleichungssystem: 


K,, 4,= 0 


usw., worin £= 9+ c?(o = Dichte) und die Größen X,, in folgender 
Weise mit elastischen Konstanten und den Richtungskosinus p,q,r 
des Ausbreitungsvektors zusammenhängen: 

(A= t+ Peet 75+ 
= t + + Co) Cog + Ugg) + +6, 
In hexagonalen Kristallen liegen nun die Verhältnisse deshalb sehr 
einfach, weil die elastischen Konstanten Rotationssymmetrie um die 
hexagonale Achse zeigen. Es gelten folgende Symmetriebeziehunge 
zwischen den elastischen Konstanten: 


Wegen der Rotationssymmetrie um die z-Achse ist es erlaubt, die 
z-Achse so festzulegen, daß der Ausbreitungsvektor in die yz- Ebene 
fällt. Dann ist p=0 und q=sin t und r= cost, wenn ¢ der 
Winkel der Fortpflanzungsrichtung mit der z-Achse ist. Aus (5a 
ergibt sich dann 


K,, = 0; Ky = ¢, sin t+0,,cos?t; K,,= e,,sin?t + c,,cost 


1 
5 (Cy, — Sin? t + ¢,, cos*t; K 
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Aus (5) folgt damit: 


6b) &=Ay= — ¢,) sin?t + c,, cos*t, A, beliebig, 


und 
(Ky, — 4A, + K,, A,= 


69 K,, A, + Ka — 04, = 


Die (5b) entsprechende Welle ist eine Transversalwelle mit der 
Schwingungsrichtung senkrecht zur hexagonalen Achse und senkrecht 
zum Hauptschnitt (y2-Ebene). Damit ist das Problem der Bestimmung 
der Schallgeschwindigkeit und der Schwingungsrichtung auf ein 
9.dimensionales Hauptachsenproblem (5c) zurückgeführt, das sich 
streng lösen läßt. Aus (5c) folgt zunächst, daß die Schwingungs- 
richtung stets im Hauptschnitt liegen muß. Bezeichnet w den 
Winkel derjenigen Amplitudenrichtung, die im Falle t=0 einer 
longitudinalen Welle entspricht, mit der z-Achse, so bildet die 
andere, zu der ersten orthogonalen, Amplitudenrichtung mit der 
zAchse den Winkel 90—w. Aus a. folgt: 


(id) 
und 
Se) 


Damit hat man nun alles nötige SON um (4) auszuwerten. 
Dieser Ausdruck kann jetzt so geschrieben werden: 


ft cos? yw + - sin? v) ds 
J 


] 1 
f sin? $2 +f A sin?y + —, costy] sin? $2 
C3 


Hierin sind t und g die Polarkoordinaten der Fortpflanzungs- 

richtung f bezogen auf die z-Achse als Polarachse und eine feste 

“Achse als Anfang der Zählung von @. Die Integrationen nach y 
m 0 bis 2a lassen sich sofort ausführen, und man setze cost=£, 
folgt: 


s 1. Integral im Nenner läßt sich wegen (5b) leicht geschlossen 
sen. Die übrigen Integrale müssen numerisch berechnet werden. 
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Diese Integrale wurden für Zn und Mg unter Verwendung folgender 
elastischer Konstanten ausgewertet: 


Me: 


c,= 605-10" dyn/em?; c,,= 2,20-10" dyn cm?; 
629-10" 1,70-104 
,, 

17,24-10!! dyn/em?;  c,,= 2,68-10!! dyn/cm?; 

4,10-10" 9 


~ 


~ 


~ 


Die Elastizitiitskonstanten von Mg sind die von Goens!) he. 
stimmten und beziehen sich auf den absoluten Nullpunkt. Di: 
Konstanten von Zn stammen von Tyndall") und beziehen sic 
auf Zimmertemperatur. Die Ergebnisse für «,/w, stehen in Tab. ? 
in der 2. Spalte. Die Beobachtungen, die ebenfalls in Tab. 2 steheı 
liefern noch etwas größere Werte (bei Zimmertemperatur). Die Anis- 
tropie von Mg ist viel geringer und überdies in umgekehrtem Sinn: 


Tabelle 2 
Die theoretischen und experimentellen Werte für die Anisotropiezahl u 
Experimentelle Werte nach G. W. Brindley und P. Ridley 


Element Nach Formel (4b) Nach den Formeln Nach Zener Experimeskik 
(4) und (6) Werte 


Mod 
Tem; 


sezel 
auftr. 
folgt: 


in 2,45 1,85 1,80 
Mg 0,933 0,960 a 
Cd | — 1,73 


’ 


2 
0 
2 


Während bei Zn (und bei Cd) die Schwingungen parallel zur 
größer sind als in einer Richtung senkrecht dazu, ist dies | 
umgekehrt. Auch für Mg liegen Beobachtungen vor, die dieses | 
gebnis sogar quantitativ bestätigen, indem der berechnete Wert 0,9 
für ,/w, näherungsweise mit dem experimentellen Wert 0,931 
einstimmt. 

Im Falle des Mg liegt noch keine Berechnung des O-Wert« 
aus den elastischen Konstanten vor. Der ©-Wert, der für d 
Abfall der spezifischen Wärme maßgebend ist, wird folgender 


definiert: 
h 3 1 7 1 
O=---—, w_ = > 
k ) 4a ed, d 
j 


de 


Aus (i 


Die numerische Integration, ergibt den Wert 390°. Der aus der und 


spezifischen Wärme von Clusius und Vaughan!) bestimmte \ 
ist 322. Die Verhältnisse liegen also hier ähnlich wie be 


Er 
| 
Zn: 
von 
: 
. 
=e a 
er 
72 


Kohler. Untersuchungen über den Einfluß der Temperatur usw. 235 


nder und Cd. Erst in sehr tiefen Temperaturen ist wie bei Zn zu er- 
warten, daß der thermische 9-Wert mit dem elastisch berechneten 
übereinstimmt. 
de 
; Abb. 3. Winkel yw — ¢ zwischen Fortpflanzungsrichtung 
a und Schwingungsrichtung in Abhängigkeit vom Winkel ¢ 
vel zwischen Fortpflanzungsrichtung und hexagonaler Achse 
\nis für Zn. (Für „Longitudinalwelle“) 
Sinn 
In Abb. 3 ist die Größe w —¢ für Zn aufgetragen als Funktion 
von t. 
u, lu 
3. Berechnung von u, /u, in höheren Temperaturen 
Wie schon erwähnt, besitzen die Rechnungen mit dem Debyeschen 
Modell im Falle von hexagonal kristallisierenden Stoffen in höheren 
’ Temperaturen kaum mehr als qualitativen Wert. Es soll aber 
31 gezeigt werden, daß man in diesem Fall sämtliche in a, und u, 
7 auftretenden Integrale geschlossen auswerten kann. Aus (3) und (4b 
folgt: oy 
Ad ‘ 
ei 
J ( cos* y + — sin? v) dé 
t 0,935 de 1 1 
il = | as + — + — cos*y)d 
=J € J 
uo 
Wer 


Aus (dd) und (de) ergibt sich für das Integral J, des Ziihlers: | 
Ky, + Ky, Kos | 
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Somit also: 
1 


6) J,= - = ds, 
' | DE+E * 


0 
7 


(¢, 


A=c B=c + 


1° Cm (CQ — Cy) (C44 Cy 


Die gestrichenen K;, gehen aus den ungestrichenen dadurch hervor, 
daß man in den Ausdrücken (da) für die K;, die ungestrichenen ¢ 
durch die gestrichenen ersetzt, die ihrerseits gleich ¢;,/o sind. Das 
in (6) stehende bestimmte Integral läßt sich leicht auswerten, 
Sind £,? und &,? die beiden Nullstellen des Integranden, so folgt: 


1 1 
1+ BEY A+ BES f 


Damit ist J, auf zwei elementare Integrationen zurückgeführt, 
Das 1. Integral im Nenner von (4c) ist wieder wie das 1. Integral 
im Nenner von (4b) elementar auswertbar. Das 2. Integral J, im 
Nenner von (4c) ist analog zu J, auszurechnen. Es ist: 


A+BE 


d&, 
DE +E 


0 


wo C, D, E dieselbe Bedeutung haben wie oben, aber: 


und 23 44 


A= 


In Tab. 2 sind auch die so berechneten Werte für u"/u, au 
gegeben. Bei Zn ist fast vollständige Übereinstimmung mit den 
von Zener bestimmten Wert vorhanden. Der kleine Unterschiel 
wird auf die anderen zugrunde gelegten Elastizititskonstanten zurück- 
zuführen sein. Sowohl für Zn als für Mg ist die beobachtete Anis- 
tropie viel größer als die hiernach berechnete. Offenbar hat da 
Verhältnis u"/u, etwas mit der Abweichung von der hexagonale! 
dichtesten Kugelpackung zu tun. Dies haben auch Versuche vw 
Howard") an einer Zn-Cu-Legierung gezeigt, deren ¢/a-Ver 
hiltnis 1,56 ist. Wie bei Mg ist hier w"/u, kleiner als 1. 
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Zusammenfassung 


Der Temperaturfaktor e~ ”, der den Einfluß der Wärmebewegung 
auf die Réntgeninterferenzen mißt, ist in hexagonalen Kristallen von 
dem Winkel zwischen der Normalen der reflektierenden Netzebene 


und der hexagonalen Achse abhängig. Es gilt die Beziehung: 


M~ (u, cos? + u, sin?ö), 
wenn d der Winkel der Normalen der reflektierenden Netzebene 
mit der hexagonalen Achse ist. Das Verhältnis u,/a, ist von 
Zener in höheren Temperaturen für Zn und Cd berechnet worden. 
Da aber das Debyesche Modell des festen Körpers schon die 
Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärme der 1-atomigen 
hexagonal kristallisierenden Substanzen quantitativ nicht richtig 
wiedergibt, ist zu erwarten, daB auch der TemperatureinfluB auf 
die Röntgeninterferenzen bei Benutzung des einfachen Debyeschen 
Modells in mittleren und höheren Temperaturen quantitativ nicht 
richtig herauskommt. Das Experiment bestätigt diese Erwartung. 
Die beobachteten u,/u,-Werte sind für Zn und Cd wesentlich 
größer als die von Zener berechneten. Man weiß aber, daß das 
Debyesche Modell in den tiefsten Temperaturen zutreffende Er- 
gebnisse liefert. Deshalb wurde das Verhältnis a,/u, in tiefen 
Temperaturen für Zn unter Verwendung der neuesten elastischen 
Konstanten von Tyndall und für Mg mit den auf den absoluten 
Nullpunkt extrapolierten elastischen Konstanten von Goens be- 
rechnet. Es ergeben sich die beiden Werte 2,45 bzw. 0,933. Diese 
Zahlen geben die Anisotropieverhältnisse wenigstens in einem 
Grenzfall streng richtig wieder. Sie stimmen wesentlich besser zu 
den gemessenen als der von Zener für Zn in höheren Tempe- 
raturen berechnete Wert 1,80. Bei Mg ist die Übereinstimmung 
mit dem experimentellen Wert fast vollständig. Ferner wird ge- 
zeigt, daß der von Zener numerisch gerechnete Fall höherer Tempe- 
raturen mathematisch in geschlossener Form behandelt werden 
kann. Allgemein läßt sich ein Zusammenhang zwischen dem Ver- 
hältnis w, «, und der Abweichung von der hexagonalen dichtesten 


Kugelpackung erkennen. Ist c/a kleiner als 1,633, so ist 2 ee. 


Wenn c/a größer als 1,633, so ist auch für die bekannten Bei- 


spiele - ">1. Diese Regel wird auch gestützt durch Messungen 


von Howard an einer Zn-Cu-Legierung, deren = 1,56 und 
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u . . . . . 
deren " < ist. Nebenbei wird noch die charakteristisel Tempe. 
u 


ratur für Mg aus den auf den absoluten Nullpunkt extı polierte 
elastischen Konstanten berechnet. Es folgt der Wert 390°. währen! 
die Messungen der spezifischen Wärme in nicht zu tiefe Tempe. 
raturen den Wert 322° ergaben. 
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mpe- 

erten 
u Die Ursache des Fleckenreichtums der Elektronen- 
aufnahmen geätzter Kristalle 
Von G, Menzer 

a 
(Mit 5 Abbildungen) > 
1. Einleitung 
d. 118 Die Elektronenbeugung an Einkristallen unterscheidet sich da- 
Lon durch wesentlich von der Röntgenbeugung, dab bei ihr die Inter- 
ibner ferenzbedingung nicht streng zu gelten scheint. Es treten häufig 
vn; auch dann gebeugte Strahlen auf, wenn die Ausbreitungskugel in 
srößeren Entfernungen, bis zu einem Drittel der reziproken Gitter- 
: GE konstante b etwa, an Gitterpunkten’) vorbeigeht, während nach der 
“ollan Interferenzbedingung nur solche Punkte Beugungstlecke liefern, die 
ones auf der Kugel liegen. In vielen Fällen sind die Gitterpunkte strahlen- 
a förmig verzerrt; es genügt für das Auftreten eines Beugungstlecks, 
. 1996 daß die Ausbreitungskugel einen vom Gitterpunkt ausgehenden Strahl 
(Stachel)?) schneidet. Die Stacheln stehen bei Aufnahmen an dünnen 
sterdam Kristallschichten senkrecht auf der Schichtoberfliche*); wird jedoch 
\ on die Kristalloberfläche von kleinen Hügeln gebildet, so stehen die 
wi Stacheln senkrecht auf allen Begrenzungsflächen der Hügel? 

In den Fällen aber, in denen keine ebenbegrenzten Hügel zu 
f metals erwarten sind, wie etwa bei angeschliffenen und geätzten Flächen, 
muß man nach einer anderen Erklärung für das Auftreten von 
Beugungsflecken suchen, die Gitterpunkten abseits der Ausbreitungs- 
on kugel-Obertläche entsprechen. Die Erklärung kann darin liegen, daß 


entweder die Gitterpunkte eine endliche Ausdehnung haben oder daß 
die Ausbreitungskugel nicht genau definiert ist. 


2. Endliche Ausdehnung der Gitterpunkte 
Eine der Ursachen für die Unschärfe der Gitterpunkte ist die 
geringe Eindringtiefe der Elektronenstrahlen: sie kann jedoch mit 
der Stacheltheorie dünner Schichten in Zusammenhang gebracht und 
braucht daher hier nicht näher untersucht zu werden. Eine andere 


1) Unter Gitterpunkten werden im folgenden stets Punkte des reziproken 
(itters verstanden. 


= 
2) M. v. Laue, Ann. d. Phys. [5] 26. 8. 55. 1936. a 
3) F. Kirchner, Ann. d. Phys. [5] 13. S. 38. 1932. j 
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Ursache ist der Mosaikbau des Kristalls: entsprechend «n Orier. 
tierungen der Mosaikblöcke sind die zugehörigen rezipro! en Gitte 
um eine mittlere Lage herum verteilt. Der Koordinatenurspr ing (001 
ist allen Gittern gemeinsam. Das resultierende reziproke Giiter kay, 
man als ein verwackeltes Gitter auffassen, dessen „Punkte* 7 
scheibenartigen Kugeltlächenteilen entarten. Die Größe der Scheil. 
chen ist proportional ihrem Abstand r von (000); ihr Ridius \y. 
trägt rd, wenn Ö der Winkel in Bogenmaß ist, um den die am stärkste, 
geneigten Blöcke von der Mittellage abweichen. 


3. Unschärfe der Ausbreitungskugel 
Die Ausbreitungskugel kann durch eine Schwankung der Welle. 


N . 1 
länge 4 der Strahlung und damit des Radius R= — der Aw. 
4 


breitungskugel oder durch die Divergenz oder Brechung des Primi. 
strahls „verschmiert“ werden. 

Ist die Wellenlänge nicht konstant oder enthält die Strahlun 
Elektronen verschiedener Wellenlänge, so besteht die Möglichkeit 
daß ein Gitterpunkt, der den Abstand D von der Ausbreitungskug. 
mit dem Radius R hat, sich auf einer anderen Ausbreitungskuge 


mit dem Radius R’=-—, befindet, und daß somit ein gebeugter 


7 


Strahl entsteht. Der Abstand D läßt sich mit sehr großer Genauiy. 
keit durch den Ausdruck 
D = (R — R’\(1 — cos #) 
wiedergeben, wobei + der Beugungswinkel ist. D ist meist sehr klei. 
In Gitterkonstanten b des kubischen reziproken Gitters ausgedrück, 
ist z. B. für R=50b und eine Schwankung der zur Erzeugung de 
Elektronenstrahlen angelegten Spannung 
von 0,5 1 2 10°), 
R-—R (in b) 0,125 0,25 0,5 2,5 
und D (in b) 0,0001 0,0008 0,0005 0,008 für #=2 
0,0005 0,001 0,002 0010 , 
0,001 0,002 0,004 0,022 » tel 
Bei kleinen Schwankungen, wie z. B. bei der üblichen Welligkeit de 
Spannung von etwa 0,5 bis 1°/, gibt es keine andere Ausbreitung“ 
kugel, die durch einen Gitterpunkt gelegt werden kann, wenn # 
weiter als 0,002 b von der Ausbreitungskugel für eine  mittler 
Wellenlänge entfernt ist. Geringe Spannungsschwankung ist also für 
das angeschnittene Problem bedeutungslos. 
Mit der Spannungsvariation ist aber eine Änderung der Beugung- 


winkel verbunden und damit eine Verschiebung der Beugungstieck 
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Orien. 
Gitte zum Primärtleck hin oder von ihm fort. Sind r und r’ die Abstände 
(000 eines Beugungstlecks vom Primirtleck für die Wellenlängen 7 und 4, 


kan: so ist r:r = | bis 4° vorhanden, 
je* 
scheil- 
us be- 
rksten 


V ellen- 
r Ans. 


Primär- 


rahlung 

ichkeit Abb. 1. Doppelaufnahme eines Kupferkristalls bei 43 und 40 kV. 
gskugel Primiirstrahl [001). €, wirklicher Größe) 

‚gskuge! 


-beugter 
ausgezogen. 


renal: Eine Bestätigung des Dargelegten liefert die in Abb. 1 wieder- 
serebene Aufnahme, die bei 43 und 40 kV gemacht wurde. Alle | 


hr klein. 
‚edrückt, 
ung der 


0 


2 
5 
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5 | 
| | .. 
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reitung- 4 


, Abb. 2. Divergenz des Primärstrahls 
wenn & 


mittlere ugungstlecke sind aufgespalten entsprechend den Wellenlängen 
} also fir von 0.059 und 0,061 A. Die Aufspaltung beträgt rund 4°/, des Ab- 
des vom Primärfleck. Das Verhältnis der Intensitäten jeden 
eugung“ ‘enpaares ist trotzdem konstant, weil die Ausbreitungskugeln für 
ingstlecke eiden Wellenlängen im Ber 
lenfallen. 
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Bei der Divergenz des Primärstrahls ist ebenfalls cine Ay: 


spaltung der Ausbreitungskugel und eine Verschiebung der "eugung. 


tlecke zu unterscheiden. In Abb. 2 ist außer dem idealeı Primir. 
strahl R ein zweiter R’ eingetragen, der mit dem ersten «en kleine 
Winkel & einschließt. A ist die Spur der Ausbreitungskugel; ihr 
Schnittpunkte O und O’ mit den Primärstrahlen R und RP’ gehe 
die Lage des Nullpunkts (000) des reziproken Gitters für beil 
Strahlrichtungen an. Mit dem Koordinatenursprung erleidet das ganz 
(Gitter eine Parallelverschiebung. Ein Gitterpunkt H kommt in di 
Lage H’. Seine Verschiebung kann man zerlegen in das Heranrück« 
an die Ausbreitungskugel um die Strecke s und in die Drelur; 
längs ¢ um den Kugelmittelpunkt. Für kleine Winkel & und ı 
wie sie bei der Elektronenbeugung üblich sind, gilt mit guter Aı 
näherung s= he und t= Re, wenn Ah der Fahrstrahl zum Punkt } 
und R der Radius der Ausbreitungskugel ist und der Winkel 
in Bogeneinheiten gemessen wird. R beträgt fast das 10fache | 
längsten, bei Elektronenaufnahmen vorkommenden Fahrstrahlen. Wi 
also ein Primärstrahl abgelenkt, so hat das im wesentlichen & 
Parallelverschiebung des gesamten Beugungsbildes zur Folge. Tr: 
ein Bündel divergenter Primärstrahlen auf, dann vergrößern sich | 
Beugungstlecke gemäß dem Querschnitt des Bündels. 

Die Brechung der Strahlen an der Obertliiche des Kristalls ı 
nur ein Spezialfall der Divergenz, nämlich die Ablenkung des Pr- 
märstrahls: die Brechung des gebeugten Strahls bewirkt nur no 
eine zusätzliche Verschiebung des Beugungstlecks. 


I. Elektronenaufnahmen an einem angeschliffenen Kupferkristall 
Um die Ursache des Auftretens von Beugungsflecken, de 
zugehörige Gitterpunkte nicht von der Ausbreitungskugel beri 
werden, auch experimentell zu ergründen, wurde eine Reihe von At: 
nahmen an einem geschliffenen und geätzten Kupferkristall herges! 
Für die Aufnahmen wurde ein etwa l cm langes Stück eines 
den Siemenswerken gelieferten stabförmigen Einkristalls von 101 
Durchmesser verwendet. Eine Endtläche wurde entsprechend 
Angaben von W. Cochrane!) mit Schmirgelpapier 6 0 angeschlii 
und mit 10°/ iger Ammoniumpersulfatlösung 5—7 Min. lang ¢ 
Die Aufnahmen fanden in einer Röhre mit Aluminiumka 
bei 32—45 kV statt. Der Primärstrahl traf nach Durchga 
zwei 0,15 mm weite Lochblenden, die 20 cm voneinander 
sind, streifend auf die angeschliffene Fläche. Der Abstand 
Kristall und photographischer Platte betrug 50 cm. Der R: 


1) W. Cochrane, Proc. phys. Soc. 48. S. 724. 1936. 
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helichteten Plattenfläche war 6,5 cm. Es wurden Agfa-Kontrast- 
> Au Platten 10—25 Sek. bei etwa 1 mA belichtet. Der Kristall wurde 
enn zwischen den Aufnahmen um die Normale zur angeschliffenen Fläche 
gedreht. 
eines Allen Aufnahmen gemeinsam ist der Fleck (2 40), d. h. die Kante 
1; ihr 120) steht senkrecht auf der angeschliffenen Fläche und fällt mit 
er der Längsrichtung des Kristallstabes zusammen. 
 Deide 
ga z=/097)] 
in di 
rückeı [215] 
26 


und i 


[213] 
inke ar 
she der 2 11) ] 
600 620: 400 020 
en ei | 20] 
e, Int 
sich di 


Abb. 3. Projektion des reziproken zum kubisch-fliichenzentrierten Gitter 
auf die (120)-Fläche. Die dieken Pfeile geben die Richtung des Primärstrahls 
9 


der vier Aufnahmestellungen an. —— ist die Höhe aller Gitterpunkte, 
5 


die auf einer zur z-Achse parallelen Geraden liegen, über der Projektionsebene. — 
Über und unter jedem Punkt befinden sich im Abstand 25 | 5 weitere Punkte 


In Abb. 3 ist das reziproke Gitter orthogonal auf die Schliti- 
fläche (120) projiziert. Senkrecht zur Projektionsebene befinden sich ~ 
über jedem Punkt (h, h,h,) Punkte 

(h, +2n,h,+4n,h). +n =0,1,2 

Für die Aufnahmen wurde der Kristall um die Kante 120 
so weit gedreht, bis ein Beugungsbild mit einer größeren Zahl von 
Flecken entstand. Dies war dann der Fall. wenn eine der Richtungen 
001), 7215), [213], [211] ungefähr in die Richtung des Primär- 
strahls fiel. Die Ausbreitungskugel wich dann in der Umgebung des 
Primärflecks wenig von den Ebenen ab, die durch die [1 20)-Kante 
und je eine der dünn ausgezogenen Geraden der Abb. 3 gehen. 

Abb. 4 zeigt den Schnitt durch die Kanten (120) und 210); 
die Kante (001) steht senkrecht auf der Zeichenebene: ihre positive 


Richtung weist nach hinten, 
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Zur Auswertung der Aufnahmen wurden Projektionen vi Schnitt. 
kreisen der Ausbreitungskugeln mit äquidistanten, der P: jektions. 
ebene parallelen Ebenen benutzt'). Setzt man voraus, dab ie stürk- 
sten Beugungsflecke Gitterpunkten auf der Ausbreitungs! ıgel ent. 
sprechen, so gibt der Kreis durch diese Punkte den S« initt der 
Kugel mit der das Diagramm bestimmenden reziproken \ etzebene. 


440 060 
+ 
620 240 / 260 
420 040 
220 240 
|; 
~ 400 26/5: 020 
SS | 520 
420 ~~ ||000 420 
* - + + + ® 


Abb. 4. (00 1)-Ebene des reziproken Gitters. X’ ist die Normale 
auf die Schliffläche des Kupferkristalls. Die gestrichelten Linien 
sind Würfelkanten 


Die Distanz jedes der übrigen Gitterpunkte von der Ausbreitung. 
kugel erhält man durch Abzählen des Schnittkreises, auf deu 
der zugehörige Beugungsfleck liegt. Solche Abstände, gemessen i 


b= = c? sind für sechs Aufnahmen in den Tabellen 1—4 zusammen 
‚61. 

gestellt. Es sind darin alle Punkte derjenigen Netzebene des rei: 
proken Gitters aufgezählt, die durch den Nullpunkt geht und ı 
dessen Umgebung mit der Ausbreitungskugel nahezu zusammenfäll 
In den Tabellen 2 und 3 sind auch die Punkte der nächsten, zu 
Mittelpunkt der Ausbreitungskugel hin gelegenen Netzebene ein 
tragen. Einige Punkte, die mit einem Sternchen bezeichnet sin. 
liegen in der Nähe des Kristallschattens und liefern aus diese 
Grunde keine Beugungstlecke. 


1) G. Menzer, Ztschr. f. Kristallogr. 99. S. 436, Abb. 8. 1938. 
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Tabelle 1 


Primärstrahl ungefähr 001) 


Aufnahme: Nr. 6 Xr 
Gitterpunkt 0.008 A 0,055 A 0.066 A 
h, hy h, Int. Abst. Int. Abst. Int. Abst. 


440 0,12 


220" 0.01 _ 0,11 
240 st m 0,01 0,23 
020 s s 0,06 sst 0 

d 040 m Dos ın 0,06 st 0.06 
0650 st 0 m 0,01 ss 020 
320 m bi 0,08 m 0,06 m 0,07 
240 m m 0,06 sst 
260 m 0 m 0.13 
400* 0.06 ss 0.07 
420 st 0 m 0,07 
440 L st 0 sst 0 
460 0,06 m 0,15 
500 - 0,16 m 0 
520 — 0,12 st 0 
640 0,12 m 0,07 


Int. = Intensität des Beugungsflecks. 
Abst. = Abstand des Gitterpunkts von der Ausbreitungskugel, gemessen 
in b als Einheit. Der Meßfehler beträgt rund 10°/,. 


Die Punkte (460), (600) und (640) liegen für die Wellen- 
nge 0,068 A nicht mehr in der Aufnahme. 

Von den Punkten (h, h, 1) der nächsten Netzebene des reziproken 
(sitters liefert keiner einen Beugungstleck; ihre Entfernungen von 
ler Ausbreitungskugel sind sämtlich größer als 0,25b. 

Aufnahme Nr. 11 ist stark überbelichtet: der Kristall war für 
ese Aufnahme um 3° um die [120]-Kante gegenüber den Aut- 
iimen Nr. 6 und 9 gedreht. 


hy hy hy Int. Abst. | h, hh, Int. Abst. 
240 st 0 020 — 0,22 
131, 311 st 0,01 151 - 0,10 ip 
171, 55 l ss 0,20 33 0,17 a 
262, 622 0.23 | 260 0.08 
642 0,00 
>\ ’ 
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a Tabelle 3 


_Primärstrahl ungefähr [213]: 2 = 0,068 A 


— 
Int. Abst. h,h,h, Int. Abst. 
_— 0,20 260 _ 0,16 
m 0,05 35 — 0,13 
sst 0 442 — 0,14 
ont 0,01 533 is 0,21 
st 0,05 | 
rn 
labelle 4 
Primärstrahl ungefähr [211]; 4 = 0,068 A 
hy, hy hy Int. Abst. . hy hah, Int. Abst. 
18” — 0,16 204* 0,04 
135 _ 0,40 222 m 0,05 
022 ss 0,06 240 st 0 
044 0,26 262 
111* -_ 0,05 333 st 0 
131 st 0 351 m 0,06 
153 — 0,20 144 ss 012 


Die Gitterpunkte (h,.h, + 2.h,) der nächstfolgenden Netzebeu 
des reziproken Gitters sind mindestens um 0,135 von der Au 
hreitungskugel entfernt: ihnen entsprechen keine Beugungsilecke de 
Aufnahme. 


>. Schlußfolgerungen aus den Aufnahmedaten 


Aus den Tabellen 1—4 kann der Schluß gezogen werden, di 
Beugungstlecke dann auftreten, wenn die Ausbreitungskugel an de 
entsprechenden Punkten des reziproken Gitters in Entfernungen bi 
höchstens 0,08b vorbeigeht. Nur die sehr schwachen Punkte 17) 
551(Tab. 2) und 444 (Tab. 4) und die etwas stärkeren Punkte 06 
260, 460 der Aufnahme 11 (Tab. 1) weisen größere Abstände # 
(bis 0,205. 


Auf allen Aufnahmen sind die Beugungstlecke in der Richt R 
senkrecht zu ihren Verbindungsgeraden mit dem Primärtleck Sel 
streckt, und zwar um so stärker, je weiter sie von diesem ent! oi 
sind (Abb. 1 und 5). In der Tab. 5 ist für die Aufnahme Nr. 9 Ras 


Verhältnis der deutlich sichtbaren Fleckenlänge 21 zum A 


des Flecks vom Primärfleck eingetragen. Die Fleckenli nd 
danach direkt proportional dem Abstand r; die Schwankungen | Ma: 
ruhen auf der Ungenauigkeit der Ablesung der zum Rand allmäh erkl 
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Tabelle 5 


high, 020 220 - 240 240 420 440 060 260 
r 16 22 = 35 35 35 45 48 50 mm 
2] 0,55 ‚2: 1,25 55 55 1,65mm 
0,054: 32 36 = 36 3: 32 mm 
f 


Im Mittel = 0,017 = 0,001 


Die gestreckte Fleckenform wird durch die Mosaikstruktur des 
beugenden Kristalls bedingt. Aus der Tab. 5 folgt, daß die einzelnen 
Mosaikblöckchen um den Winkel 0 = arcsin 0,017 = 1° um eine 
mittlere Lage schwanken. Bei stark überbelichteten Aufnahmen 


Abb. 5. Aufnahme eines Kupferkristalls bei 45 kV. 
Primärstrahl parallel [001]. (/, wirklicher Grüße 


ächst l/r bis auf über 0,03 an: d.h. es gibt Mosaikblickchen, die 
sogar bis 2° von der Mittellage abweichen. 

Jeder „Punkt“ des reziproken Gitters ist also ein Scheibchen, 
essen Dichte von seinem Mittelpunkt zum Rande abnimmt. Schneidet 
die Ausbreitungskugel ein Scheibchen, so kommt ein gebeugter Strahl 
zustande, der um so intensiver ist, je näher zum Scheibchenzentrum 
er Schnitt verläuft. Bei normal belichteten Aufnahmen wird ein 
Beugungstleck noch beobachtet, wenn die Ausbreitungskugel das 
Scheibehen in der Entfernung ] = 0,017r von seinem Mittelpunkt 
schneidet: bei stärker belichteten Aufnahmen kann die Entfernung 
=0,03r und mehr betragen. Nun ist r= b]h,*+ h,?, also 
n Rand der Aufnahmen (vgl. Tabellen 1— 4) etwas größer als Tb, 
nd somit /yax = 0,115 bis 0,215 je nach Belichtung. Mit diesen 
Maximalwerten lassen sich alle in den Tabellen verzeichneten Flecke 
tklären, einschließlich der schwachen, scheinbar aus der Regel 
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Damit ist bewiesen, daß die Abweichung von der In: rferenz- 
bedingung bei der Elektronenbeugung durch die Mosaikstru..tur yer. 
ursacht wird. Es bleibt noch zu zeigen, daß Welligkeit, |ivergenz 
des Primärstrahls und Brechung des Strahls keinen merkbarey 
Beitrag dazu liefern. 

Würde Strahldivergenz oder -brechung die Ursache sein, x 
müßte nach Abschn. 3 schon die Deutung der stärkeren Fl-cke, die 
Punkten in Entfernungen bis 0,085 von der Ausbreitungskugel 
entsprechen, eine Verschiebung der Flecke um mehr als b.2 in der 
Ebene der Aufnahme verlangen. Das trifit jedoch nicht zu, dem 
außerhalb der Ablesungsfehler von höchstens 0,055 wurde keine 
Verschiebung beobachtet. Die geringe Ausdehnung der Flecke in 
Richtung auf den Primärtleck spricht ebenfalls gegen die beiden 
Effekte, aber auch gegen die Annahme einer größeren Wellenlängen- 
schwankung; geringe Welligkeit ist nach Abschn. 2 überhaupt be- 
deutungslos. 

Zum Schluß ist noch zu prüfen, ob die Erscheinung sich nieht 
auf Lauesche Stacheln zurückführen läßt. Dann müßte die geätzte 
Obertliiche von Hügeln gebildet sein, deren Begrenzungstlichen 
senkrecht zu den Primärstrahlrichtungen aller Aufnahmen stehen. 
Das gibt aber eine derart große Zahl von Stacheln, daß alle 
Beugungstlecke vielfach aufgespalten sein müßten. Mit Ausnahme 
einiger Beugungstlecke, die kurze strahlförmige Verzerrungen auf- 
weisen, sind die Flecke jedoch ungestört. Die geätzte Fläche is 
also erwartungsgemäß nicht von Hügeln mit rationalen Kristallflichen 
bedeckt. Die kurzen Strahlansätze, die parallel den Projektionen 
der dreizähligen Symmetrieachsen auf die Ebene der Aufnahme und 
senkrecht dazu verlaufen, sind vermutlich auf ähnliche abgerundete 
Hiigelfliichen zurückzuführen wie diejenigen von mikroskopischer 
Größe, die die unscharfen Retlexe des Schimmers geätzter Flächen 
hervorrufen. 


6. Zusammenfassung 


Die Ursache dafür, daß bei der Elektronenbeugung an geätzten 
Kristallflächen wesentlich mehr Beugungstlecke beobachtet werden, 
als nach der streng angewandten Beugungsbedingung zu erwarten 


sind, ist allein die Mosaikstruktur der beugenden Kristallschicht 


Berlin-Dahlem, Max-Planck-Institut, August 1939. 


(Eingegangen 21. August 1939) 
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Bemerkungen zu einigen Fragen der Elektronenoptik 
(Elektronenlinse mit Zwischennetz, Elektronenspiegel, 
Immersionslinse) 


Von Johannes Picht 


In einer in der Ztschr. f. Phys. erschienenen Arbeit!) haben 
Knoll und Weichardt von neuem die „Kreisloch-Elektronenlinse 
mit Mittelnetz* behandelt. Bei der Berechnung der Brennweite 
gingen sie von der — wie sie selbst schreiben — „zunächst nur 
für Elektronenlinsen ... ohne Leiter im Strahlbereich geltenden“ 
ersten Näherung der Brennweitenformel aus, die in unserer Be- 
zeichnungsweise ?) folgendermaßen lautet: 


V®, 1 (2) 


“9 
Hier ist ®= M(z) die zur Potentialverteilung gy = ¢ (0, z) gehörige 
Funktion g (0, 2) = ®i2) der Potentialwerte längs der Achse der 
rotationssymmetrischen Elektronenlinse, ferner ist 


— U mit eU = + Epot = 


also 


l m 


Die Indizes g und b deuten an, daß es sich um Größen des Gegen- 
standsraumes (Objektraumes) bzw. des Bildraumes handelt, so daß f? 
die bildseitige, / die objektseitige Brennweite der Elektronenlinse 
bedeutet. 
Da (1) wegen der Unstetigkeit von ® innerhalb der Netzlinse 
f diese nicht unmittelbar anwendbar ist, zerlegen die Verff. sie in 
zy 
4/7 de 


1) M. Knoll u. H. Weichardt, Ztschr. f. Phys. 110. S. 233. 1938. 
2) Vel. J. Pieht, Einführ ung in die Theorie der Elektronenoptik, Leipzig 


"39 (Verlag: Johann Ambrosius Barth). Hinweise auf dieses Buch sind durch 
„ETHEO« bezeichnet. 


= 
enz 
‚ren 
80 
die 
> 
= 
fot 
Ne 
fe 
ndete 
ischer 
= 
ächeı 
» 


250 Annalen der Physik. 4. Folge. Band 36. 1939 


worin noch zy den Wert der z-Koordinate an der Stelle ds Netzes 
bedeutet. Bei einer zur Netzebene symmetrischen Potent alvertej. 
lung sind beide Integrale einander gleich, so daB sich dan: (2) ver. 
einfacht zu 

ZN 


= 1 [ o (2) >. 


tg 

In ähnlicher Art berechnet man im allgemeinen die Bren. 
weite einer als fokaler Spiegel wirkenden Potentialverteilung, inden 
man in (3) nur das Vorzeichen umkehrt und zy durch :, ersetzt, 
dem z-Wert an der Umkehrstelle der Elektronenstrahlen. Fiir 
achsenbenachbarte Strahlen ist z, dadurch gegeben, daB @*(z) =(, 
d.h. @(z,) = U ist. 

Zu einigermaßen richtigen Werten kann die Brennweitenberech- 
nung nach (2) bzw. (3) nur führen, wenn es sich um sehr kurz 
Potentialfelder handelt, Im allgemeinen aber sind die Formeln (2 
bzw. (3) selbst als erste Näherung nicht ausreichend. 

Eine für Netzlinsen brauchbare Brennweitenformel erster Nähe- 
rung erhalten wir, indem wir für einen achsenparallel einfallendeı 
Elektronenstrahl vom objektseitigen Achsenabstand 0 = o, = cons 


d 
zunächst oy = o(Zy) und vytgyy=v ex) ) berechnen und mit 


diesen Werten als Anfangswerten nach bekannten Formeln!) den 
Verlauf des Elektronenstrahles im Potentialfeld zwischen 2, und: 
berechnen: Wir erhalten so: 


=N 2 
v= 1+ v (2) {= dé dz 


N 
Vy tg YN =-— oO f 


er 
d£dz 


] 


metris 


. . 
> 
4 ) 
= 
= dz, 
’ 
2) 
ty 
e 1 | (2) 
tey, = —o — -dz 
ty, 2m v (2) 
zy 
‘an v(z | 
ZN zy zy 
> e (2) 1 | 
+, f dz. 
2m (2) | 
: 1) Vgl. z. B. EThEO §. 104—105, Formeln (13,4) und (13,5). iz 
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woraus wegen 


folgt: 


- 
1 z z 
= f (2) dz (z) ] ( 
16 J V (2) VR 


2y EN 
= 


Dies läßt sich u. a. noch umformen in 


>; 
N 


"ori 
d£dz- 


Ist die Potentialverteilung der Netzlinse zur Netzebene sym- 


risch, so vereinfacht sich vorstehende Formel zu 


rtel- 
te de 
/ [77 m 
= 
i 
®, 1 Pp” (z pr 
b (2) iz) 
| I, +] 1 ay ug 
| as * 
| 
Int # dz+ dz 
f 4J) @ 4/V@ 
l zu in | 
© 
77 
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2 


yr >) 
(6) V% _1 | 


Diese Formel können wir unmittelbar auf das als Fokalspiegg| 
wirkende Potentialfeld übertragen, indem wir uns das Poientialfeld 
2) mit 2, =2=2z, an der Ebene z = z, gespiegelt denken. Wir 
haben dann in (6) wieder nur zy durch 2, zu ersetzen und wegen 
der noch an der Ebene z = z, vorzunehmenden Rückspiegelung de 
für gz, errechneten Strahlenverlaufs das Vorzeichen von f w 
ändern. Wir erhalten so die bereits in EThEO S. 150 angegebene 
Brennweitenformel für den Fokalspiegel: 


Wir können die Netzlinse — und entsprechend auch den Elek- 
tronenspiegel — auch in der Weise behandeln, daB wir jede der 
beiden Potentialverteilungen zwischen z, und zy einerseits, zwischen 
zy und z, andererseits als Linse betrachten, für die in erster 
Näherung 


=F, (zy); = F, (zy) 
fy 
ist, und deren einander zugekehrte a die Koordinates 
2N 
" | F, (2) V [ 
Zu’ =2 dz = /ı - 2, 
Fi 
2g 29 


“hb 


2ng = | 

zy 
haben. Wenden wir auf die Kombination aus us beiden in 
unmittelbar zusammenstoßenden Linsen die für die Gesamtbren 
weite f? geltende Formel 


F, 
Vo 


F, (z) 
V (z 


Vo, Vo, Vou a 
N > V Tile 
an, so erhalten wir nach einigen Umformungen wieder (5). 
Die Lage der Haupt-, Brenn- und Knotenpunkte dieser Linset- 
kombination ergibt sich aus 0000. 


(9) 


We 


und 


für 


(12) 
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zus + —; d, =2m+[, 


Für 2, erhalten wir so z. B.: 


* 1 Fy (2) 
= +(V — F, (zy) . 
(10) 
fi (2) de. 
Für zur Netzebene nn m Potentialverteilung = dies 
wegen 
F = Fy (¢y+a) und —a)= V + a) 


über in 


N - 
f 1 (5) dé dz 
VO 


[ 


und entsprechend ergibt sich für den tokalen Elektronenspiegel, 
für den zy9— 246 ist, mit f nach (7): 


Voy 
zy Zu 
ı (2) 1 y 
Ic lz — °G(z.), 
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da &* für den Achsenstrahl gleich 0 ist. (Es ist aber zu heachten, 
daß für die übrigen Strahlen, also insbesondere auch für die der 
Achse benachbarten Strahlen, @* = — 2 — v + O ist.) 

Von Knoll und Weichardt wurde für die Bre: nweitey. 
bereehnung der symmetrischen Netzlinse eine Potentialv: rteilung! 


are tg 


(13) 1 (2 — 25,) 


D,—- D, t 
-r arc tg 
A-a r 


benutzt, die fiir eine Kreislochblende (Lochdurchmesser = 2r) gilt 
der in großem Abstande 4 = zy— 2p, — Zy >2r eine Platt 
parallel gegenübersteht. (Der Index B, bezieht sich auf die wr 
dem Mittelnetz, der Index B, auf die hinter dem Mittelnetz befind- 
liche Kreislochblende.) Die Autoren finden mit dieser Potential. 
verteilung — besonders bei großen 4-Werten — eine wesentlic 
bessere Übereinstimmung zwischen den errechneten und den g- 
messenen Werten der Brennweite, als wenn sie das Potential de 


Lochblende in erster Annäherung durch 
Px 
r 


(14) D = const, GOD — 4 ( 


2=2p)) 
ausdrücken, wie dies z. B. von Davisson und Calbick, 
von Cartan?) getan wurde. 

Um abzuschätzen, um wieviel sich der von Knoll 
Weichardt errechnete Wert der Brennweite noch ändert, wen 
man statt der von diesen Autoren benutzten Formel (3) die genauer 
Formel (6) anwendet, wird es indessen genügen, die erforderliche 
Überlegungen mit der vereinfachten Potentialverteilung (14) durd- 
zuführen. Mit dieser liefert (6) 


1) Vgl. F. Ollendorf, Potentialfelder der Elektrotechnik, Berlin 
S. 297. 
2) C.J. Davisson u. C. J. Calbick, Phys. Rev. 38. S. 585. 1931. 


9 L. Cartan, Journ. de Phys. et Radium 8. 8. 111. we 
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wibrend (3) den von Davisson und Calbick sowie von Cartan 


angegebenen Wert 


ergibt. 
Hiernach haben wir also den mit (3) errechneten Wert von 


noch mit dem Faktor 


4 

zu multiplizieren, d. h. die von Knoll und Weichardt errechneten 


f’-Werte sind für die Werte 


) gilt, 

Platt =02 04 0608 10 

e vor B, 

efind- mit den Faktoren 1,05 1,10 1,15 120 1,26 1,32 

ntial- zu multiplizieren. 

tlic! Um die so korrigierten Rechenwerte von f? mit experimentell 
MN ge- ermittelten f?-Werten zu vergleichen, müßte bei deren experimen- 
al der teller Bestimmung die Lage der Hauptpunkte berücksichtigt sein, 


was bei Knoll und Weichardt mangels einer bisher vorliegenden 
Formel wohl nicht geschehen ist. Bei Benutzung der vereinfachten 
Potentialdarstellung (14) ergibt sich für die Lage der Hauptpunkte 
der symmetrischen Netzlinse nach (11) 


| 


Zub 
(16) =2,+ ly 
V + Dy, | 


* 


B : . r . 

* (bei der symmetrischen Netzlinse 


wofür wir auch mit A = —* - 
Bs 


identisch mit dem Verhältnis der Linsenspannung zur 
By 
Eintrittsspannung der Elektronen in die Netzlinse) schreiben können: 
Zub 24 
16a) = 


~ 
~ 


3-VYA+1 
Dies ergibt z.B. für A = 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 


2, zy— 


Dee = 0,042 0,076 0,100 0,116 0,126 0,132 


219 


Besonders groß ist der Unterschied der mit (3) bzw. mit (6) 
errechneten f-Werte, wenn die Linsenspannung (Oy — ®z) = 
Dy ;) der symmetrischen Netzlinse so gewählt wird. daß sich 


h 
AD 
hs 
iten- ar 
5 
- 
1 - 
3 
“ 
4 
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5 das Netz in der objektseitigen Brennebene der hinteren Loc!blenden. 
linse befindet. Dies ist (wenigstens näherungsweise) der Fall, wen 
= 8 ist. Denn mit Benutzung der vereinf:chten Py. 


tentialverteilung (14) ist ja?) 


(17) 
und 


(18) 


so dab 


V % 


19) Py 


| =zy—2 1). 


* 
Soll = zy sein, so muB A = 8, d. h, Dy = gewählt 


werden. 
Beachten wir für diese Potentialverhältnisse (A = 8) die Brem- 


weite der symmetrischen Netzlinse, so liefert (3) den falschen Wer 


‘ 4 
das Netz der Symmetrie wegen gleichzeitig in der bildseitigen Bren- 
ebene der ersten Lochblendenlinse betindet, parallel einfallend 
Strahlen also zunächst im Achsenschnittpunkt der Netzebene ge 
sammelt werden, verlaufen sie bildseitig wieder parallel. Es mul 
demnach f?= & sein. we 
In der Knoll-Weichardtschen Arbeit wurde in Abb. 3 di 

mit einer Netzlinse erhaltene Abbildung einer als Objekt benutzte > 
T-Blende reproduziert. Diese Reproduktion der Abbildung erweckt 
den Eindruck, als überlagere sich dem Bilde der T-Blende ein u: 
scharfes Bild des Netzes der zur Abbildung der T-Blende benutzte Haun 
symmetrischen Netzlinse. In der Diskussion zu einem im v. Laue ak I 
zu 

schen Kolloquium der Universität Berlin von Hinderer gehalten Bei 
Vortrag über die Knoll-Weichardtsche Arbeit bemerkte ich des- Ber 
wegen, daß es eventuell vorteilhafter sein wird, die Anordnung d er 
Netzlinse so zu wählen, daß sich das Netz in der objektseitig Br de 
Brennebene der zweiten Lochblendenlinse befindet und demnac! Heap 


Mittal 


, während (6) dea richtigen Wert f’ = co ergibt. Da sich 


Auss 
dadu 


eleme 
ierun 


Vgl. z.B. ETHEO (16,3) und 
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Unendlichen abgebildet wird. Natürlich ist es dann nicht mehr 
angängig, der Netzlinse eine symmetrische Potentialverteilung zu 
geben, da sonst ja fP= 0 wird. Will man trotzdem in der Um- 
gebung der Netzebene den gleichen Wert von | grad ¢ | erzielen, 
um das einseitige Durchgreifen des Feldes durch dis Öffnungen des 
Netzes zu vermeiden, genügt es, (zy — 25) + (25, — 2x) und : 
8 Zy — Zp, 
(19a) > ®,=|1-;-; 


Ob es indessen für die Erzielung guter Abbildungen mittels 
einer Elektronenlinse mit Zwischennetz tatsächlich einen Vorteil 
bedeutet, das Netz in die objektive Brennebene der zweiten Loch- 
blendenlinse — oder allgemeiner: der gesamten bildseitig von der 
Netzebene angeordneten Elektronenoptik — zu bringen, muß das 
Experiment entscheiden. Die Annahme, die zu diesem Vorschlag 
führte, nämlich, daß das etwas sonderbare Aussehen der Abbildung 
der T-Blende in der Knoll-Weichardtschen Arbeit im wesent- 
lichen durch Überlagerung eines unscharfen Bildes des Netzes der 
zur Abbildung der T-Blende benutzten Elektronenlinse mit Zwischen- 
netz bedingt sei, scheint indessen nicht zutreffend zu sein. Denn 
wie man aus der Formel (19) für z,g leicht erkennt, liegt bei den 
von Knoll und Weichardt benutzten Werten von A das Netz 
weit innerhalb der objektseitigen Brennweite der zweiten Loch- 
blendenlinse. 

Es ist daher wahrscheinlicher, daß es sich bei dem sonderbaren 
Aussehen des T-Blendenbildes um Zerstreuungskreise handelt, die 
dadurch bedingt sind, daß die Netzöffnungen als zusätzliche Linsen 
sehr geringen Durchmessers wirken, ähnlich den in der Lichtoptik 
bekannten Rasterlinsen. Wie bei diesen besteht das bildseitige, die 
„Abbildung“ erzeugende Strahlengewirr aus einer großen Zahl von 
elementaren Strahlenbiindeln. Die bisher durchgeführten Über- 
legungen beziehen sich nur auf die „Hauptstrahlen“ jener Elementar- 
bündel. Der Punkt, in dem die von einem Objektpunkt ausgegangenen 
Hauptstrahlen der Elementarbündel sich schneiden, betrachteten wir 
als zugeordneten Bildpunkt. Jedes der zugehörigen Elementarbündel 
erzeugt aber vom gleichen Objektpunkt noch je einen weiteren Bild- 
punkt, der auf dem bildseitigen Hauptstrahl des Bündels liegt, aber 
nit dem Hauptstrahl-Bildpunkt im allgemeinen nicht zusammenfällt, 
so daß jedes dieser zugehörigen Elementarbündel in der Ebene des 
Hauptstrahl - Bildpunktes einen Zerstreuungskreis erzeugt. Da die 
Mittelpunkte aller dem gleichen Objektpunkt durch die Elementar- 
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bündel zugeordneten Zerstreuungskreise zusammenfallen, f:!len auch 
die dem gleichen Objektpunkt zugeordneten Zerstreuungsk:: se selhs 
mit großer Annäherung zusammen. Zwar sollten sich die benach. 
barten Objektpunkten gleicher Helligkeit zugeordneten Zer:treuung. 
kreise gegenseitig zum Teil überlagern und dadurch verwisclien, doc 
können eventuell sekundäre Einflüsse bewirken, daß die Zeı streuung:- 
kreise auch in diesem Fall noch deutlich erkennbar sind. (Von de 
Beugung der Elektronenstrahlen an der Berandung der einzelne 
Netzöffnungen kann hier wohl wegen der Kleinheit der den Klektroneı 
zugeordneten Wellenlänge trotz der sehr geringen Öffnung der Klementar. 
bündel abgesehen werden.) 

Wir wollen nun den Einfluß jener Netzöffnungen untersuchen, 
Dabei wird es genügen, eines der Elementarbiindel zu bebandely, 
etwa dasjenige, dessen Hauptstrahl mit der Achse der ,,Elektronen. 
linse mit Zwischennetz“ zusammenfällt, da für jedes der andere 
Bündel .— bezogen auf den zugehörigen Hauptstrahl — die Ver. 
hältnisse annähernd die gleichen sind. 

Bei der Behandlung des Einflusses jener ausgewählten Neti 
öffnung gehen wir so vor: wir betrachten eine Kombination au 
drei Linsen, von denen die mittlere als unendlich dünn angenommeı 
werden kann, da die Öffnung des Netzes sehr klein, die Abweichu: 
der Potentialtlächen von der Ebenheit also nur in unmittelbar 
Nachbarschaft des Netzes vorhanden ist. Als erste Lochblendenlins 
betrachten wir also die Potentialverteilung zwischen z = z, < Zp, un 
z= zy, als zweite „unendlich dünne“ Linse die Potentialverteilu: 
in unmittelbarer Umgebung von zy, als dritte Linse die Potentia: 
verteilung von z=2y bis z=2,>2,,. Dann ist, wenn wir un 
wieder auf die symmetrische Elektronenlinse mit Mittelnetz Ir 
schränken 


Hiermit folgt aus (9) bzw. (9*) für die Kombination aus det Hier 


beiden unmittelbar (in zy) zusammenstoßenden Linsen nach 
Umformungen 


mit. 


| 
| 
| 
‘ 
(4 
x 
= 
% 
D, = = Zn =2,— 4: 
4 4: V®, y Dy + V ®, 
„= =— =—-—- = 2,5 
> Pr 
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auch & a 3 ea 
sell = | =- 
enach 12 | 
uungs. 20". 
uung Py + V Py, (2] | 
on d Entsprechend erhalten wir durch nochmalige Anwendung von (9) 
zelne haw. (9*) auf die aus den ersten beiden Teillinsen bestehende Kom- 
0) bination und die mit ihr unmittelbar (in zy) zusammenstoßende 
nentar- dritte Linse nach entsprechenden Umformungen 
% 
20 
andelı m 
tronen- 
under 
ie \ (21) = 
123 
\ = 
. . . > . . 
Vergleichen wir (21) mit (16), so erkennen wir, daß die durch 
0 o 
- die Netziffuungen bewirkte Deformation der Potentialtlächen keinen 
' Einfluß auf die Lage der Hauptpunkte besitzt. 
tel Ohne Berücksichtigung der Wirkung der Netzlöcher hatten wir 


Jenkins für die Brennweite der symmetrischen Elektronenlinse mit Mittelnetz— 
nach (15) erhalten (V ®; =/®,) 


Wil 
jetz 
der auch 
24 Du=-D-—- — 
8 4d 
für wir mit Benutzung der oben eingeführten Größe 4 auch | 
schreiben können 
1 
| (3 yA+1)° 
123 


en Hieraus ergibt sich — wie bei der symmetrischen Elektronenlinse 


nit Mittelnetz zu erwarten —, daß fiir 4= * ?_=S8 der Ein- 
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r b b : 
fluB der Netzöffnungen verschwindet, also i =f” ist. Da ip. 


dessen in diesem Fall wegen der vorausgesetzten Symmetric fP=x 
ist, so läßt sich aus dem Verschwinden des Einflusses der Netz. 
öffnungen für 4d =8 keine unmittelbare Schlußfolgerung für die 
praktische Anwendung ziehen. Hierfür ist es erforderlich, die ent. 
sprechenden Überlegungen für unsymmetrische Elektronenlinsen mit 
Zwischennetz auszuführen. 

Bezeichnen wir demnach das Potential an der Stelle z,, durch P,, 
an der Stelle zg, durch ®,, und an der Stelle zy durch ®, und 
setzen wir ferner 2y—2;,= 4, und zg,— zy = 4,, so erhalten wir 
in gleicher Weise wie oben, indem wir beachten, daB jetzt z. B. 


- 


ist, für D,,, den Ausdruck 


während sich aus (5a), also für das aus den Hauptstrahlen der 
Elementarbündel gebildete Strahlenbündel, d. bh. unter Vernach- 
lässigung der Wirkung der Netzöffnungen, ergibt 


Es ist demnach nit 
Zwischennetz 


Da = D— 
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Aus (27) folgt, daß auch bei der unsymmetrischen Elek- 
tronenlinse mit Zwischennetz der Einfluß der durch die Netz- 
öffnungen bedingten Deformation der Potentialflächen (in der Um- 
gebung des Netzes) auf die Brennweite verschwindet, wenn 


=) ’ 


d.h. wenn die oben durch A bezeichnete Größe gleich 8 ist, das Netz 
sich also in der objektseitigen Brennebene der zweiten Lochblenden- 
linse befindet. Desgleichen verschwindet der Einfluß der Netz- 


öffnungen, wenn P= 90, ist, das Netz sich also in der bild- 
seitigen Brennebene der ersten Lochblendenlinse befindet, sowie 
auch, wenn 


d. ı. wenn 
== D,+ dp, (Dp; ) (1 
A, A+i 
ist [vgl. dagegen (19a).] 

Wenn auch den vorstehenden Untersuchungen verschiedene ver- 
einfachende Annahmen bezüglich der Potentialverteilung usw. zu- 
grunde liegen, so werden die abgeleiteten Formeln die bei der 
Blektronenlinse mit Zwischennetz vorliegenden Verhältnisse doch im 
wesentlichen richtig wiedergeben. 

Ich benutze die Gelegenheit, einige Bemerkungen zu den in 
EThEO S. 126/127 durchgeführten Überlegungen, die Immersions- 
linse betreffend, anzuschließen. Es werden dort (als Beispiel für die 
Anwendung der aus der Lichtoptik bekannten Formeln über die 
/usammensetzung zweier Teilsysteme zu einem neuen System) die 
Daten für die aus zwei Lochblendenlinsen zusammengesetzte 
Immersionslinse berechnet. 

Die die Immersionslinse bildenden Lochblenden mögen sich an 
den Stellen z = zy =z, und z2=:3,=z, befinden. Ihre Potential- 
verte auf der Achse seien ®,, und ®,. Es ist Dg = ®, und 
®,,= ®,, wenn ®, und ®, wieder die (konstanten) Potentialwerte 
les Objekt- bzw. des Bildraumes sind. Es ist ® + @,. Das 
Potential zwischen den beiden Lochblenden ist angenähert dar- 
stellbar durch 


wie ®,2z,-— 9,4, +2(9,-— ®)), 


| Dy 


wo d,=2,— 2, den gegenseitigen Abstand der beiden Lochblenden 
bezeichnet. 
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(2,,), sei die :-Koordinate des Bildraum-Hauptpusktes der 
ersten Lochblendenlinse, (2,,,), die z-Koordinate des Ol,ektraun. 


Hauptpunktes der zweiten Lochblendenlinse. Ferner sei! 


d= (Zus) — - 
Indem wir den Punkt (z,), der ersten Lochblendenlins: 
Punkt (z,), der zweiten Lochblendenlinse mit dem Punkt 
92 


] 


zusammenfallend annehmen, finden wir zunächst 


fi 


Fr) =? 


= 


Da sich die beiden Linsen im Punkte z,, für den ®’(z,) = ® ist 
berühren, ergeben sich aus 
d 
= D, D. DD,, 
/® 
24> = — > 
mit d = (2,4), — (2,0), die Formeln (16,11) in EThE( 


3 | 1 1 
/ * 
s \V~o 
4 
= (40%), 


1) Bei der Ableitung der Formeln zu EThEO S. 126/127 wurden d 
an einzelnen Stellen versehentlich vertauscht, so daß dort die Formelı 
und (16,12) sowie einige Stellen im Text so, wie hier angegeben, ; 

werden müssen. 
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mit [EThEO (16,11*)] 


Vv +] Vo,+y® 


(V » — | 


9 a 
| 3 
Wir hätten die Lochblendenlinsen auch als „dünne“ Linsen auf- 
fassen können, die sich an den Stellen zz, und z;, befinden, und 
zwischen denen das Medium inhomogen ist. Die Hauptpunkte der 
„dünnen“ Lochblendenlinsen fallen dann mit den Punkten zp, bzw. 25, 
zusammen, so daß jetzt d=d,, ist. Wegen der Inhomogenitat des 
Zwischenmediums liegt es on, bei der Berechnung der Brenn- 


weite der Linsenkombination die Größe — zu ersetzen durch 


[EThEO (16,10)] 


dz 


1 


Tatsächlich ergibt sich dann wieder der gleiche Wert für die Brenn- 
weite der Linsenkombination, der Immersionslinse, wie oben. 


Zusammenfassung 


1. Für die Brennweite und für die Lage der Hauptpunkte der 
symmetrischen und unsymmetrischen Elektronenlinse mit Zwischen- 
netz werden — bei Vernachlässigung der durch die BE 
bewirkten Deformation der Potentialflächen — die Formeln (5a), (6), 
(10), (11) angegeben. Es wird festgestellt, welchen Unterschied die 
neue Brennweitenformel (6) — verglichen mit der bisher von anderen 
Autoren benutzten ungenaueren Formel (3) — fiir die Beesewcite 
der symmetrischen Netzlinse bedingt. 

2. Die für die symmetrische Netzlinse abgeleiteten Formeln für 4 
Brennweite und Lage der Hauptpunkte werden auf den Elektronen- 
spiegel übertragen [Formel (7) und (12)]. 

3. Es werden die Verhältnisse für eine Netzlinse untersucht, bei z 
der sich das Netz in der objektseitigen Brennebene der zweiten — 
Lochblendenlinse befindet. 
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; 4. Es wird der Eintluß der durch die Netzéfinungen lewirkten 
Deformation der Potentialflächen auf den Verlauf der Elektronen. 
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strahlen untersucht. Für die Brennweite sowie für die Lage der 
Hauptpunkte der durch die Netzéffnungen gegebenen „Elementar. 
bündel“ werden die Formeln (20), (25) und (21) abgeleitet. 

5. Es wird festgestellt, unter welchen Bedingungen der Einflut 
der durch die Netzöffnungen bedingten Deformation der Potential. 
flächen auf die Brennweite verschwindet. 

6. Einige in der „Einführung in die Theorie der Elektronen. 
optik“ vom Verf. durchgeführte Untersuchungen, die Immersionslins 
betreffend, die durch gelegentliche Vertauschung zweier Größe 


(d und d,,) an einigen Stellen ungenau sind, werden berichtigt. 


Potsdam-Babelsberg 2, Lehrstuhl für Theoretische Optik 
in der Wehrtechnischen Fakultät der Technischen Hochschule Berlin, 
31. Juli 1939. 


(Eingegangen 1. August 1939 — 
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G. Moliere. Quantenmechanische Dispersionstheorie usw. 


Ausbau der quantenmechanischen Dispersionstheorie = 
im Sinne eines von M.von Laue 
tial. stammenden Verfahrens 


Von @. Moliere 
Inen- 


slinse In der von Prof. v. Laue begriindeten Form der dynamischen 
rößen Theorie der R6ntgenstrahlinterferenzen wird bekanntlich kein 
2 Unterschied gemacht zwischen einem äußeren oder erregenden Felde, 
Optik welches die einzelnen Atome oder Elektronen zu Streustrahlung an- 


regt, und dem Felde der von diesen ausgesandten Streustrahlung. 
Vielmehr wird in dieser Theorie so vorgegangen, daß zunächst auf | 
Grund eines allgemeinen Ansatzes für das gesamte Strahlungsfeld die 
von diesem im Kristall erzeugte Polarisation berechnet wird und dab — 
anschließend Feld und Polarisation so bestimmt werden, daß sie 
gemeinsam den Maxwellschen Gleichungen (sowie geeigneten Rand- 
bedingungen) genügen. Dieses durchsichtige und überzeugende Ver- 
fahren steht — zum mindesten der äußeren Form nach — im Gegensatz 
zu anderen allgemein üblichen Methoden, bei denen angenommen 
wird, daß das in jedem einzelnen Atom induzierte Moment durch das 
auf dieses wirkende äußere Feld bedingt sei. Es taucht nun die Frage 
auf nach dem gegenseitigen Verhältnis dieser beiden Methoden sowie 
nach der prinzipiellen Richtigkeit der einen oder anderen von ihnen. 
Die Beantwortung dieser Fragen ist vor allem dann wichtig, wenn man 
beabsichtigt (wie es seinerzeit vom Verf. in vorläufiger Form ver- 
sucht wurde), die v. Lauesche Theorie für den Fall der Optik des 
sichtbaren Lichtes zu erweitern. Der Verf. hatte kürzlich Gelegenheit, 
mit Prof. v. Laue hierüber zu sprechen, und wurde dadurch an- 
geregt, die angedeuteten Fragen eingehender zu untersuchen, vor 
lem im Hinblick darauf, wie sich die Quantenmechanik zu ihnen 
stellt. Das Ergebnis dieser Untersuchungen war — in Übereinstimmung 
it der von Prof. v. Laue vertretenen Ansicht (und im Gegensatz 
ursprünglichen Meinung des Verf.) — daß das v. Lauesche Ver- 
hren das prinzipiell richtige ist, wogegen das andere in scheinbarem 
egensatz zu diesem stehende Verfahren auf dieses zurückführbar ist 
Leine (für viele Fälle praktisch sehr wertvolle) Näherung darstellt. 
Verlauf dieser Untersuchungen gelangte Verf. ferner zu der An- 
und damit kommen wir zum eigentlichen Thema dieser 
daß der übliche Näherungsgrad der quantenmechanischen 
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Dispersionstheorie (entsprechend der Kramers-Heisen! orgsche 
Formel) für optische Frequenzen unzureichend ist. Wéal rend für 
Röntgenstrahlen die Wallersche Dispersionsformel eine b:auchbar: 
Näherung darstellt (nämlich insofern der Brechungseffekt für Röntge- 
strahlen vernachlässigbar ist), muß die Dispersionstheorie für de 
Bereich optischer Frequenzen, um zu quantitativ richtigen Erebnissen 
zu führen, weiter ausgebaut werden, und zwar gerade im Sinne d« 
eingangs beschriebenen v. Laueschen Verfahrens. 


l. Vorbetrachtungen an Hand eines einfachen Modells 


Das im Gegensatz zu v. Laues Verfahren stehende und ab. 
gesehen von diesem fast durchweg angewandte Verfahren, das wir 
daher im folgenden kurz als „Nicht-Laue-Verfahren“ bezeichne 
wollen, ist dadurch charakterisiert, daß die Atome als punktförmig 
Deren vom Lichtfelde induziertes Dipo. 


| ipole idealisiert werden. 


moment u berechnet sich vermöge einer das Atom charakterisierenda 
Polarisierbarkeit « aus dem äußeren Felde %. Es ist dies dasjenig 
Feld, das am Orte des betreffenden Atoms herrschen würde, wenn ma 
dieses Atom selbst entfernt denkt. Im Fall gleichmäßiger Verteiluy 
der Atome im Raum führt dieses Verfahren zu der bekannten Lorentr- 
Lorenzschen Formel für die Polarisierbarkeit «, die dann auch ak 
Molrefraktion bezeichnet wird. Dieses Verfahren wird für den ganz 
Frequenzbereich, angefangen von statischen Feldern bis zu du 
Im letzteren Falle tritt nur noch de 
tetardierungen im Innern der Aton 


Röntgenstrahlen, angewandt. 
Atomfaktor hinzu, der den 
technung trägt. 


nachträglich 


Wir wollen nun die Behauptung, daß das v. Lauesche Verfahm: 
das eigentlich richtige sei, und daß das ,,Nicht-Lauesche* auf dies 


zurückgeführt werden müsse, vorläufig als bewiesen unterstellen wi 
zusehen, wie diese Zurückführung zu geschehen hat. Im Fall dé 
Laue-Verfahrens ist für die im einzelnen Atom induzierte Polarısatun 
nicht das äußere Feld, sondern das Gesamtfeld maßgeblich. Da dies 
für punktförmige Atome an deren Orten singulär würde, ditt 
wir die räumliche Ausdehnung der Atome nicht mehr vernachlassy 
und haben also jedes Atom etwa durch eine räumlich vert 

„Suszeptibilität zu beschreiben. Wir ein ent 

Modell zugrundelegen: Wir betrachten die Atome als kugelförn 
zwar sei ein einzelnes Atom durch eine Suszeptibilität charakt 
die innerhalb einer Kugel vom Radius a einen konstanten We 
und Ein einzelnes 
Atommodell sei jetzt einem äußeren Felde % ausgesetzt. Wi 


wollen nun 


außerhalb dieser Kugel verschwindet. 
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schen hier einfach so rechnen, als ob es sich um statische Felder handelte. 
1 für Nach bekannten Methoden ergibt sich dann folgendes Bild: Im Innern 
hbar der Kugel mit dem Radius a herrscht eine konstante Polarisation ®. 
itgen- Das Gesamtfeld & (das ist das äußere Feld + dem von der Polarisation 
r de herrührenden Felde) hat dann im Innern des Atoms den konstanten — 
nissen Wert 
ne des a9 4a 
¢= 2) 3 
Die Polarisation & berechnet sich gemäß 
4a 
(1) 78. 
on % Nach ® aufgelöst ergibt dies: 
ichn: x 
örmıg 
Dipol- 
, fe Berechnet man hieraus weiter das gesamte induzierte Dipolmoment 
ısjen > 4a 
u= | $dr=-— 
nn 3 
rtel Pr 
so ergibt sich die Ausgangsgleichung des ,,Nicht-Laue-Verfahrens” : 
rel 
zu 
‚och 
At 
erfahı 
“ h dieser Formel wäre also die beim „Nieht-Laue-Verfahren‘ zu 
; ll i enutzende Polarisierbarkeit « des. Atoms zu berechnen, sofern wir das 
all de . . . ve 
mie ie-Verfahren als das grundsätzlich richtige betrachten. Wir wollen 
lurch (3) gegebene Größe als die „effektive Polarisierbarkeit be- 
. hnen. — Hätten wir dagegen die Polarisation ® im Innern des 
o toms nicht aus der gesamten, sondern aus der äußeren Feldstärke 
hlassige! err : 
verteilt | 
infach“ 
kteriset ae Diese Gleichung ist nicht etwa zu verwechseln mit der bekannten Be- — 
ziehung zwischen dem äußeren Felde und der makroskopischen elektrischen 
vert ZI istirke und Polarisation; E und ® bedeuten bei uns wohlbemerkt mikro- u 
1s solche pische Feldgrößen, aus denen die entsprechenden makroskopischen Größen 
Vir wol durch räumliche Mittelung hervorgehen. 
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so würden wir für die Polarisierbarkeit einfach das räumlic"e Integral 
über die Suszeptibilität z erhalten, also: 


4: 
(3a) a’ = - | 4 


Diese Größe wollen wir als „falsche“ Polarisierbarkeit bez ichnen jy 
Gegensatz zur „effektiven“ der Gleichung (3). Eliminicrt man , 
aus (3) und (3a), so erhält man für den Zusammenhang zwischen der 
„falschen“ und der „effektiven“ Polarisierbarkeit die Beziehung: 


Ist die Suszeptibilität 7 und damit die „falsche“ Polarisierbarkeit 7 
groß genug, so ergibt sich danach für die effektive Polarisierbarkeit 


die angenäherte Beziehung: 


(4) ] 
‘ 
Bekanntlich ist die Polarisierbarkeit « in vielen Fällen tatsächlich von : 
der Größenordnung des Atomvolumens in Übereinstimmung mit (4) . 
In Wirklichkeit kann natürlich die Suszeptibilität im Innern ds , 
Atoms nicht als konstant angenommen werden. Dies hat zur Folge P 
daß das gesamte Feld & im Bereich der räumlichen Ausdehnung de r 
Atoms stark variiert, während das äußere Feld % dort ziemlich glatt dj 
ist. Hierauf beruht überhaupt der Vorteil des ,,Nicht-Laue-Ve- ei 
fahrens“. Es ist jedoch zu bemerken, daß auch das Feld % im al: fe] 
gemeinen nicht vollständig glatt ist und zumal bei dichter Packung m 
der Atome durch die Nachbaratome verzerrt wird. Bedenkt mu EN 
ferner, daß die Suszeptibilität hauptsächlich als in den äußersten be in 
reichen der Atomhiille lokalisiert zu betrachten ist, so sieht man ei. in 
é daß das „‚Nicht-Laue-Verfahren“ jedenfalls nur eine Näherung darstel. Se] 
Nä 
Th 2. Quantenmechanische Dispersionstheorie zum 
. Wir kommen nun zum quantenmechanischen Problem = 
Streuung von Licht an Materie. Die Wechselwirkung zwischen ein kin 
elektromagnetischen Felde und einem Elektron wird bekannt! = 
durch die Wechselwirkungsenergie Bo 
m ¢ 2me Stra 
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Schwierigkeit mit der Selbstenergie des Elektrons auf, die es erfordern 
würde, dessen räumliche Ausdehnung zu berücksichtigen. Um diese 
Schwierigkeit zu vermeiden, pflegt man daher meist unter X und g 
in (5) ein äuperes vorgegebenes Feld zu verstehen, unter dessen Einfluß 
sich das Elektron bewegt, wobei dann allerdings die Lorentzsche 
Strahlungskraft vernachlässigt wird. Es gibt aber noch einen anderen 
Weg, die Schwierigkeiten mit der Selbstenergie zu umgehen, der darin 
besteht, daß man den „elektrostatischen‘ Anteil des Feldes abspaltet, 
so daß A und g in (5) allein das der elektromagnetischen Strahlung 
zugehörige Feld bedeuten. Es bestehen dann keine Schwierigkeiten, 
unter X, y das gesamte Strahlungsfeld einschließlich des vom Elektron 
selbst erzeugten Anteils desselben zu verstehen. Dies ist das in der 
Diraeschen Strahlungstheorie angewandte Verfahren, dem wir uns 
im folgenden anschließen. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir dazu über, die Behand- 
lung des in Rede stehenden Streuproblems nach der Diracschen 
Strahlungstheorie einer kritischen Betrachtung zu unterziehen. Das 
System, mit dem wir es zu tun haben, setzt sich aus dem Strahlungs- 
oder Lichtquantenfelde und einem ,,Streuer zusammen. Wie üblich 
setzen wir nun ein Störungsverfahren an und wählen als dessen 
Ausgangszustand einen solchen, der bei Vernachlässigung der Wechsel- 
wirkung zwischen Strahlung und Streuer stationär wäre. Speziell sei 
dieser Ausgangszustand dadurch gegeben, daß sich der Streuer in 
einem gewissen Anfangszustand befindet, während das Strahlungs- 
feld einem mit einheitlicher Frequenz » oszillierenden (und den 
Maxwellschen Gleichungen des leeren Raumes genügenden) elektro- 
magnetischen Wechselfeld analog ist. Es soll nun der diesem 
Ausgangszustand benachbarte stationäre Zustand des Gesamtsystems 
in schrittweiser Annäherung bestimmt werden. Für den ersten 
Sehritt (genau genommen handelt es sich teilweise um die zweite 
Näherung) ergibt sich dabei nach üblichem Störungsverfahren, daß 
zum Darsteller des Systems, der dem Ausgangszustand entspricht, ein 
Anteil hinzuzufügen ist, der (abgesehen von gewissen Zwischen- 
zuständen) einem gewissen Endzustand des Streuers und einer 
von diesem ausgehenden elektromagnetischen Kugelwelle für das 
Strahlungsfeld entspricht. — Mit diesem Näherungsgrade pflegt man 
sich im allgemeinen zu begnügen. Setzt man voraus, daß die räumliche 
Ausdehnung des Streuers klein ist gegenüber der Wellenlänge der 
Strahlung, so ergibt sich für den Wirkungsquerschnitt des Streu- 
prozesses die Kramers-Heisenbergsche Formel. Statt des Wir- 
kungsquerschnittes kann man auch die Polarisierbarkeit « des Streuers 
angeben. Beschränkt man sich auf die kohärente Streuung, wobei 
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Anfangs- und Endzustand des Streuers identisch sind, so lä.ı sich die 
Polarisierbarkeit in der Form schreiben!) : 

— 
m 9 — ») h(v.gt v)) 


n 


(Auf die übliche Zusammenfassung der beiden Glieder in dcx eckigen 
Klammer ist dabei verzichtet worden, um mit dem Folgeiiden ver. 
gleichen zu können.) Dabei bedeuten e und m die Ladung und Mass 
des Elektrons; 0 und n den Anfangszustand und die Zwischernzustände 
des Streuers; t,„ die den entsprechenden Übergängen zucehdrigen 
Matrixelemente der Geschwindigkeit (der Einfachheit halber ist an- 
genommen, daß der Streuer nur ein Elektron enthält) ;»„, die Resonanz. 
frequenzen und » die Frequenz der Strahlung. Das im Streuer indı- 
zierte elektrische Moment ergibt sich mit Hilfe von (6) gemäß 


> 
(7) 


woraus weiter die vom Streuer ausgesandte Streustrahlung nach den 
Methoden der klassischen Elektrodynamik zu bestimmen ist. (Es is 
hier angenommen, daß viele Lichtquanten beteiligt sind). Dab« 
bedeutet & die elektrische Feldstärke am Orte des Streuers, und zwar 
nicht die des Gesamtfeldes, sondern die des äußeren Feldes, das wir 
für die Strahlung als Ausgangszustand unserer Störungsrechnun 
zugrundegelegt hatten. Dieses Ergebnis scheint gegen das v. Laueseli 
Verfahren zu sprechen, nach dem nicht das äußere, sondern das Gesant- 
feld für die Berechnung der induzierten Polarisation maßgeblich seu 
sollte. Dieser Widerspruch ist jedoch nur scheinbar und beruht ein 
auf dem ungenügenden Näherungsgrade der quantenmechanische 
Störungsreehnung?). Wollen wir das Störungsverfahren fortsetzen, 
haben wir das Zusatzglied zum Darsteller des Systems, das sich au 
Grund des ersten Schrittes der Stérungsrechnung ergeben hatte ak 
neuen Ausgangszustand zu wählen und in einem zweiten Schritt a 
weiteres Zusatzglied zu bestimmen und so fort. Wir können dies aud 
so ausdrücken, daß wir die Polarisation zu berechnen haben, die vu 


1) Mit dem Symbol {%; 8} bezeichnen wir den aus den Vektoren \ und 
zu bildenden Tensor mit den Komponenten N; B},,, = %, B,- 

2) Einzig bei Diracs Behandlung der Resonanzstreuung wird keine Störung 
rechnung, sondern die vollständige Lösung einer (vereinfachten) Schréding' 
Gleichung durchgeführt. In diesem Fall fungiert daher auch nicht das äußer 
sondern das gesamte Strahlungsfeld als das mit dem Streuer wechselwirke! 
Feld. Dabei wird allerdings die räumlich rasche Veränderlichkeit des Feldes # 
Orte des Streuers vernachlässigt, was gerade in unmittelbarer Umgebung 
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der Streuwelle erster Näherung im Streuer induziert wird, und die dann 
ihrerseits wiederum Anlaß zu einer zusätzlichen Streuwelle gibt und 
so fort. Um dieses fortgesetzte Näherungsverfahren durchführen zu _ 
können, ist es natürlich nicht mehr erlaubt, die räumliche Ausdehnung 
des Streuers zu vernachlässigen, auch wenn diese klein ist gegenüber 
ckige der Wellenlänge der Strahlung. Wir müssen also von der Kramers- 


n ver Heisenbergschen zur Wallerschen Dispersionstheorie übergehen, | 
Mass auch wenn es sich nicht um Röntgenstrahlen, sondern um langwelliges — 
stand Licht handelt. An die Stelle der Polarisierbarkeit x tritt dann eine Art — 
\Origer von räumlich verteilter Suszeptibilität, die jedoch nicht die Form 
ist an einer einfachen Ortsfunktion hat, sondern eine Art von Integralkern 
onanz- X(t,t') darstellt. Diese Größe X läßt sich aus der Wallerschen 
r indu- Formel entnehmen. Wir begnügen uns damit, hier den für die kohärente 
b Streuung maßgeblichen Anteil derselben anzugeben, für den übrigens 


kürzlich vom Verf. eine direkte Ableitung gegeben wurde!); danach 


ergibt sich 


\2[ ec 
hd | X (t, 1’) = Br 
Dabe (5) | >| ton (r’)} ion} |. 


das 


’ Dabei bedeuten o, (t) die dem Anfangs- (und End)zustand des Streuers 
hnung 


zugehörige Ladungsdichte und jy, (t) die den Übergängen zu den 
Zwischenzuständen zugehörigen Stromdichtematrixelemente. Mit 
Hilfe der Größe X (r, r’) berechnet sich die im Atom induzierte Polari- 
sation gemäß?) 


uescl 
resal 
ich st 
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Nunmehr bereitet das oben geforderte fortgesetzte Naherungsverfahren 
keine Schwierigkeiten mehr. Jeder Schritt dieses Verfahrens besteht 
darin, daß die beim vorhergehenden Schritt sich ergebende Streuwelle 
wo für € in (9) einzusetzen ist; die dabei nach (9) sich ergebende Polari- 
1) G. Moliére, Ann. d. Phys. [7] 35. S. 272. 1939. § 1. 

; 2) Daß in Gl. (9) nur die elektrische Feldstärke © auftritt, bedeutet keine 

Vernachlässigung des Einflusses der magnetischen Feldstärke, da € an Stelle des 
’ Vektorpotentials A eingeführt wurde, welches das elektromagnetische Feld voll- 
wr ständig beschreibt. In ähnlicher Weise wurde die Polarisation formal an Stelle 
0 vr der Stromdichte % 0 eingeführt. (Vgl. die Arbeit der vorigen Anmerkung.) — 
pee Natürlich bedeuten & und ® mikroskopische Feldgrößen, aus denen die ent- 
= u sprechenden makroskopischen Größen durch räumliche Mittelung zu bilden sind. 
me : Es sei übrigens betont, daß unsere Gleic hungen im Sinne einer komplexen Schreib- 
ebung Weise zu verstehen sind; insbesondere bedeuten € und ® in (9) komplexe Vektoren, 
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sation ® gibt dann Anlaß zu einer weiteren zusätzlichen Streuwelk \ 
Besonders einfach gestalten sich die Verhältnisse, wenn es sich alley st 
um die kohärente Streustrahlung handelt. (Streng ist dies dann de D 
Fall, wenn der Anfangszustand des Streuers dessen Grundzustand is, u 
und die Energie hy» nicht ausreicht, um den Streuer in einen angeregten p 
Zustand zu heben.) In diesem Fall sind der Endzustand des Streuer P 
bei jedem Schritt des Näherungsverfahrens mit dessen Anfang: DL 
zustand und damit zugleich die Anfangszustände bei sämtliche 
Schritten identisch. Der Darsteller des bei dem unendlich fort gesetzte, de 
Näherungsverfahren sich ergebenden stationären Zustandes de u 
Gesamtsystems ist (abgesehen von den Zwischenzuständen) durch dic ki 
Angabe bestimmt, daß der Streuer sich in seinem Anfangszustand be. “ 
findet, während der zugehörige Zustand des Strahlungsfeldes dure) u. 
das gesamte elektromagnetische Feld, d. h. die Summe des zu Beginn ee 
der Stérungsrechnung zugrundegelegten äußeren Feldes und der be bee 
den einzelnen Schritten des Verfahrens hinzukommenden Streuwellan kei 
gegeben ist.!) Die gesamte Polarisation ® erhält man nun offenbar or 
durch Einsetzen der elektrischen Feldstärke des gesamten Strahlung- = 
feldes in Gl. (9). Daraus folgt, daß man das Ergebnis des fortgesetzta say 
Näherungsverfahrens auch in einem einzigen Schritt erhalten kann, te 
wenn man nach folgender Vorschrift verfährt: Man bestimme dasjeniy x 
mit der Frequenz v oszillierende elektromagnetische Feld, das gemeinsan ” 
mit der von ihm gemäß Gl. (9) induzierten Polarisation den Ma.xwellscen erg‘ 
(Gleichungen genügt und zugleich die gewünschten Randbedinguny Dat 
erfüllt. Diese Vorschrift stimmt wörtlich mit der eingangs gegeben m 
Beschreibung des der von Laueschen Theorie der Röntgenstrll geb 
interferenzen zugrundeliegenden Verfahrens überein; es ist also dam! schi 
gezeigt, daß dieses Verfahren zu den konsequent angewandten Je _ 
thoden der Quantenmechanik nicht im Widerspruch steht, sondem ; 
vielmehr durch diese bestätigt wird. — Als die erwähnten Rani: ee 
bedingungen kommen z. B. die in Frage, daß das Feld in großer Ent: | u 
fernung vom Streuer in eine einfallende ebene Welle überlagert vor un 
einer austretenden Kugelwelle übergeht. Aus dem Intensität 
verhältnis dieser beiden Anteile kann man dann nachträglich d 
Aton 
1) Wir müssen hier noch kurz auf die erwähnten Zwischenzustände eingehe | 
In dem geschilderten Verfahren sind nur solche Zwischenzustände berücksichtigt 
bei denen sich die Anzahl der Lichtquanten um 1 verändert hat. Bei einer stren? ae 
Durchführung des quantenmechanischen Störungsverfahrens treten nun au Fall 
solche Zwischenzustände auf, die einer Änderung der Lichtquantenanzabl un: weite 
oder mehr entsprechen. Diese ,,.Mehrfachanregungen* sind in dem geschildert — 
Verfahren vernachlässigt; ihr Einfluß dürfte jedoch gering sein, solange die Stn! | 


lungsintensität nicht abnorm groß ist. 
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Wirkungsquerschnitt bzw. die „effektive“ Polarisierbarkeit & be- 
stimmen, die an die Stelle der durch Gl. (6) gegebenen zu treten hat. 
Diese „effektive Polarisierbarkeit entspricht derjenigen der Gl. (3) 
unserer Vorbetrachtungen, die der Gl. (6) dagegen der „falschen“ 
Polarisierbarkeit « der Gl. (Ba). Die „effektive“ und die „falsche“ 
Polarisierbarkeit sind nur dann annähernd einander gleich, wenn die 
„Suszeptibilität X (t,r’) genügend klein ist. 

Der Fehler, der bei der Berechnung der Polarisierbarkeit nach 
dem alten Verfahren begangen wird, dürfte besonders kraß zutage 
treten im Fall der Lichtstreuung an mehratomigen Molekülen. 
Einen direkten Beweis für diese 3ehauptung liefert eine Arbeit 
von T. Neugebauer!), in der das Polarisationsellipsoid eines 
speziellen zweiatomigen Moleküls numerisch berechnet wird, wobei 
ein der Erfahrung widersprechendes Ergebnis herauskommt; ins- 
besondere ergibt sich dabei das Verhältnis der Hauptpolarisierbar- 
keiten in Riehtung der Molekülachse und senkrecht dazu falsch. 
Neugebauer gibt den richtigen Grund für dieses Versagen an, 
indem er es darauf zurückführt, daß das übliche quantenmechanische 
Verfahren die gegenseitige Zustrahlung der verschiedenen Teile des 
Moleküls nicht berücksichtigt. Aber auch für die Polarisierbarkeit 
eines einzelnen Atoms sollten sich — so meinen wir — merkliche Unter- 
schiede zwischen dem alten und dem hier beschriebenen Verfahren 
ergeben. — Es mag den Leser vielleicht befremden, daß nach den 
Darlegungen dieser Arbeit auch die einzelnen Teile der Wellenfunktion 
ein und desselben Elektrons einander Energie zustrahlen sollen; dies 
ist aber schließlich nicht merkwürdiger als die Tatsache, daß ver- 
schiedene Teile der Wellenfunktion eines Teilchens miteinander inter- 
ferieren können. Die kürzlich noch vom Verf. geäußerte Meinung 
a.a. O. 8.276), daß für das auf das einzelne Elektron wirkende Feld 


eigentlich das „äußere‘‘ oder ‚‚erregende‘‘ Feld anzusetzen sei, wird 


hiermit ausdrücklich zurückgenommen. — Es sei noch darauf hin- 
gewiesen, daß die räumliche Ausdehnung des Streuers bei dem be- 
schriebenen Verfahren keiner Einschränkung unterliegt ; das Verfahren 
ist also genau so gut auf die Streuung von Licht an einzelnen 
Atomen oder Molekülen wie z. B. auf die Lichtausbreitung in den 
Kristallen anwendbar. 

Zum Schluß gehen wir noch kurz auf den Fall ein, daß auch die 
nkohärente Streustrahlung mit berücksichtigt werden soll. In diesem 
Fall sind zu dem Ausdruck (8) für die „Suszeptibihtät” A (t, 1’) 
weitere Anteile hinzuzufügen, die zur Folge haben, daß Strahlung 


1) T. Neugebauer, Ztschr. f. Phys. 202. S. 305. 1936. 
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einer Frequenz vy auch einen Anteil zur Polarisation erzeu;., der mi 
geänderter Frequenz »’ oszilliert, wobei zugleich der Streuer in eine 
vom Anfangszustand verschiedenen Endzustand übergeht. !-s ist dany 
bei der Bestimmung des stationären Zustandes des Gesarntsystey; 


der wechselseitige Energieaustausch zwischen den Stralilungskon. 


ponenten verschiedener Frequenz zu berücksichtigen. 


Ich möchte diese Arbeit nicht abschließen, ohne meinem ver 
ehrten Lehrer, Herrn Prof. von Laue, der in diesen Taven seine 
60. Geburtstag begeht, herzlichsten Dank zu sagen für die mannig 
fachen Anregungen, die mir von ihm zuteil wurden, und denen auc) 
diese Arbeit ihr Entstehen verdankt. 

Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut für  physikalisc: 
Chemie und Elektrochemie. 


(Eingegangen 1. August 1939) 
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Der zweite Hauptsatz 
und der Unterschied von Vergangenheit und Zukunft 


Von C. F.v. Weizsäcker 


1. Problemstellung 
Im praktischen Leben ist es der wichtigste Unterschied zwischen 
Vergangenheit und Zukunft, daß das Vergangene unabänderlich ge- 
schehen ist, das Zukünftige hingegen noch unbestimmt und durch 
unseren Willen beeinflußbar. Auch für den bloßen Betrachter bleibt 
der Unterschied erhalten, denn er kann die Vergangenheit grundsätz- 
lich genau kennen, die Zukunft aber nicht. Im physikalischen Welt- 
bild tritt dieser Unterschied scheinbar nicht auf. Denn der Deter- 
minismus der klassischen Physik fixiert, wenn die Gegenwart bekannt 
ist, die Zukunft ebenso wie die Vergangenheit, und die nur statistischen 
Aussagen der Quantenmechanik machen umgekehrt den Schluß vom 
Gegenwirtigen auf das Vergangene formal ebenso unbestimmt wie 
den auf das Zukünftige. Nur der zweite Hauptsatz der Thermodyna- 
mik zeichnet deutlich eine Zeitrichtung aus. Es ist das Ziel des vor- 
liegenden Aufsatzes, zu zeigen, daß eben die statistische Deutung 
dieses Satzes die Stelle ist, an der sich die geschilderte Struktur der 
wirklichen Zeit im Weltbild der Physik äußert: und zwar muß diese 
Jeitstruktur vorausgesetzt werden, wenn die Irreversibilität des 
Naturablaufes mit der zeitlichen Symmetrie der mechanischen Grund- 
sesetze vereinbart werden soll. 
Gibbs hat diese Tatsache wohl als erster deutlich, wenn auch 
ht leicht verständlich ausgesprochen!): „Während aber die Unter- | 
scheidung von früheren und späteren Ereignissen in bezug auf mathe- — 
matische Fiktionen unwesentlich sein kann, ist dies ganz anders in 
bezug auf die Vorgänge der wirklichen Welt. Man darf nicht vergessen, — 
ib, wenn unsere Gesamtheiten die Wahrscheinlichkeiten für Vor- 
zänge der wirklichen Welt erläutern sollen, zwar die Wahrscheinlich- 
eiten späterer Ereignisse oft aus den Wahrscheinlichkeiten früherer 
Ereignisse bestimmt werden können, aber nur selten Wahrscheinlich- 


ten von früheren Ereignissen aus denen der späteren; denn wir 

| selten berechtigt, auf die Betrachtung der vorhergehenden Wahr- 
scheinlichkeit früherer Ereignisse zu verzichten.‘ Die nachfolgenden 
I) J. W. Gibbs, Statistische Mechanik. Deutsch von E. Zermelo. Leipzig 
1905. 8. 153/15 
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Überlegungen sind ein Versuch, diese Sätze zu erläutern). Phys 
kalisch ist dabei das Ziel nur, einige in der statistischen Deutung des 


zweiten Hauptsatzes gelegentlich auftretende Unklarheiten aus. 


zuschalten. Die Ergebnisse über die Begriffe der Zeit und dor Wahr. 
scheinlichkeit dürften aber außerdem philosophisches Interesse haben, 
2. Die zeitliche Symmetrie des H-Theorems 

Wir betrachten im folgenden das Ergodenproblem ais gelöst, 
das H-Theorem also in einer für die jeweils behandelte Frage hip. 
reichenden Allgemeinheit bewiesen. Wir können also eine Entropie 
definieren und wissen, daß ein abgeschlossenes System, dessen Entro. 
pie in einem bestimmten Zeitpunkt von ihrem größten möglichen 
Wert abweicht, mit erdrückender Wahrscheinlichkeit in jeden 
benachbarten (überhaupt in jedem anderen) Zeitpunkt einen größeren 
Eintropiewert besitzt. 

Das H-Theorem zeichnet in dieser Fassung keine Zeitrichtung 
aus und kann es auch seiner Herleitung nach gar nicht. Denn sein 
Beweis setzt außer dem Begriff der thermodynamischen Wahrschein- 
lichkeit, der sich jeweils auf einen einzelnen Zeitpunkt bezieht, nur 
die Gesetze der Mechanik voraus, die bei Umkehrung der Zeitrichtung 
ihre Gestalt nicht ändern. Man erkennt dies deutlicher, wenn maı 
sich an den Beweisgang erinnert. Die mathematische Grundlage de 
H-Theorems ist nach Boltzmann das außerordentliche Anwachsen 
der statistischen Wahrscheinlichkeit, d. h. der Anzahl mikroskopische 

tealisierungsmöglichkeiten eines makroskopisch definierten Zustands 
bei der Annäherung an den Maximalwert der Entropie. Ein Zustand 
gegebener, nichtmaximaler Entropie hat daher eine sehr viel größer 
Auswahl von Nachbarzuständen größerer Entropie als von solchen 
kleinerer Entropie. Wenn das Ergodenproblem gelöst ist, d. h. wen 
man voraussetzen darf, daß der statistisch wahrscheinlichere Zustand 
auch zeitlich häufiger vorkommt, so folgt, daß ein vom Maximun 
abweichender Entropiewert eines Systems, über das weiter nicht: 
bekannt ist, mit erdrückender Wahrscheinlichkeit gerade ein relative 
zeitliches Minimum der Entropie darstellt und nicht etwa einer mono 
ton an- oder absteigenden Folge von Entropiewerten angehört. Maı 
kann daher mit erdrückender Wahrscheinlichkeit folgern, dab di 
Entropie des Systems in einem späteren Zeitpunkt größer sein wird. 
Damit haben wir die übliche Formulierung des H-Theorems. Mit der 

1) Sie sind angeregt durch die von N. Bohr in Diskussionen vertretene um 
in seiner Faraday-Lecture (Journ. Chem. Soc. 1932, S. 349) angedeutete Inter 
pretation der Gibbsschen Gedanken. Parallele Überlegungen haben M. Bronsteit 


und L. Landau (Soc. Phys. 4. 8. 114. 1933) angestellt, haben aber falsche Fo 
gerungen aus ihnen gezogen. 


| 
| 
4 
4 k 
H 
ge 
i 
| ZW 
| uf 
kür 
| 
Sys 
! | 
Hel] 
Ver 
| uni 
eh 
= | 
Koh 
| werk 
| a und 
aber 
\ 
| D 
| 
| 
| 
| 
| 


hysi- 
14 des 

alls- 
W ahr. 


ld be n 


selöst 
e hin- 
Entro- 
‚lichen 
jeden 


Oberer 


chtung 

In seil 

schein- 

ht, nw 

chtung 

n mal 

des 

sachsen 
ypischer 
standes 
Zustand 
ordBert 
solchen 
1. wenn 
Zustand 
ıximum 
- nichts 
relatives 
r mono 
rt. Man 
daß die 
in wird. 
Mit der- 
etene und 
ote Inter 
ronsteil 


Ische Fo- 


> 


C.F.r. Weizsäcker. Der zweite Hauptsatz usw. 277 


selben Wahrscheinlichkeit kann man aber auch schließen, dab die 
Entropie des Systems in einem früheren Zeitpunkt größer war. Das 
widerspricht dem zweiten Hauptsatz, der auch für die Vergangenheit 
fordert, daß jedem Entropiewert eines abgeschlossenen Systems ein 


kleinerer oder höchstens gleicher voranging. 


Der zweite Hauptsatz folgt also nicht unmittelbar aus dem — 
H-Theorem. Er ist sogar nur dann mit ihm vereinbar, wenn nur die 
zukünftigen, aber nie die vergangenen Werte der Entropie eines 
momentan bekannten Systems nach dem H-Theorem ermittelt werden 


dürfen. Das ist die These von Gibbs, die wir nun in zwei Schritten 
zu begründen suchen. 


3. Die Auszeichnung einer Zeitrechnung 
bei menschlichen Experimenten 


Wir behaupten zunächst : Bei allen von Menschen vorgenommenen 
Experimenten kann das H-Theorem nur zur Berechnung des zukünfti- 
ven Zustandes des Versuchsobjekts verwendet werden. Auf den ver- 
gangenen Zustand schließt man nicht mit Wahrscheinlichkeitsargu- 
menten, denn man kennt ihn schon. 

In der Tat beginnt jedes Experiment, über dessen Ablauf der 
zweite Hauptsatz eine Voraussage macht, mit einem Zustand, in den 
das Versuchsobjekt als abgeschlossenes System vom Zustand maxi- 
maler Entropie aus nie von selbst gekommen wäre, z.B. Versuche 
über Wärmeleitung oder Wärmekraftmaschinen mit einer Temperatur- 
differenz, chemische Reaktionen mit einer Abweichung vom chemischen 
Gleichgewicht, Diffusion mit einer räumlichen Trennung der Substan- 
zen. Diesen Anfangszustand muß man also, direkt oder indirekt, 
künstlich herstellen. Man kennt somit den Weg seiner Entstehung 
und daher auch in hinreichender Näherung die Entropiekurve des 
Systems bis zum Beginn des Experiments. Nur die zukünftige Entro- 

eänderung ist unbekannt; für ihre Voraussage ist das Wahrschein- 
chkeitsargument des H-Theorems angemessen. 

Dasselbe gilt übrigens nicht nur von Experimenten, sondern von 5 
llen Vorgängen des täglichen Lebens, denn allgemein kennt man das 
Vergangene oder kann es wenigstens in Erfahrung bringen, das Zu- 
nftige aber nicht. Es wäre widersinnig, zu fragen, wie wahrschein- 

es sei, daß die chemische Energie, die in diesem Stück Kohle 
kt, schon früher in ihr versammelt war. Denn ich weiß, seit wann 
Kohle in meinem Keller liegt, und auf Wunsch wird mir mein 
kohlenhändler Auskunft über ihre frühere Geschichte seit dem Berg- 
werk verschaffen können: ich kenne die Vergangenheit dieser Energie, 
und es kann mir einerlei sein, wie wahrscheinlich sie ist. Werfe ich 
aber die Kohle in den Öfen, so bin ich hinsichtlich ihres weiteren 
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Schieksals aufs Prophezeien angewiesen und nur die große Sicherhei 
der statistisch fundierten Thermodynamik erlaubt mir, (lie erste 


Stufen der dabei auftretenden Energiezerstreuung im vo.cus gen 


zu beschreiben. 


4. Die Auszeichnung einer Zeitrichtung im Kosmos 


Bisher wurde nur gezeigt, daß für diejenigen vergangenen \\reigniss. 
die wir kennen, keine Veranlassung zu dem Schluß besteht, dic Entropi 
sei in früheren Zeitpunkten größer gewesen als in späteren. Der zweit 
Hauptsatz geht in zwei Richtungen darüber hinaus. Erstens behaupt 
er, daß auch in der Vergangenheit sogar sicher die Entropie eins 
früheren Zustandes kleiner (oder höchstens gleich) war als die eins 
späteren. Zweitens behauptet er das auch für den Teil der Vergange. 
heit, der weder durch das Gedächtnis des einzelnen Physikers, noc 

ae durch menschliche Überlieferung direkt bekannt ist. 


; Die erste Erweiterung ist der Ausdruck unmittelbarer Erfahruy ! 
Die zweite ist die Art der Verallgemeinerung, die die Physik ste: a 
vollzieht. Macht man sie nicht mit, so hat man auf den nicht dire \ 
bekannten Teil der Vergangenheit mit demselben Recht wie auf di st 

Zukunft das H-Theorem anzuwenden und schließt auf Brei, der unt W 
Abkühlung seiner Umgebung von selbst heiß wurde, und auf Stern. in 
die das Licht nicht ausstrahlten, sondern konzentrisch einsogen. lit 
Absurdität dieser Vorstellungen macht das Recht zu der Verallgen« ni 
nerung vielleicht noch einleuchtender als die begriffliche Bemerkun ze 
daß es unmöglich ist, zwischen direkten und durch Theorie vermitte: di 
ten Erfahrungsurteilen einen scharfen Schnitt zu ziehen. Hi 

Man muß den zweiten Hauptsatz also nicht das subjektiv an 
menschliche Wissen von vergangenen Ereignissen, sondern eir fül 
objektive und allgemeine Eigenschaft der Vergangenheit zugrui dey 
legen. Der zu Anfang ausgesprochene Unterschied zwischen \# hal 
gangenheit und Zukunft ist dafür hinreichend, wie im Abschnitt ! sta 
nachgewiesen werden soll. Doch wird sich das Gefühl vieler Physi i zw. 
dagegen sträuben, diesen Unterschied, der zunächst eine Gru geg 
tatsache unseres Bewußtseins und Erkenntnisvermögens ist, & uny 
objektive Eigenschaft des physischen Geschehens vorauszusetzen. Vi} es ; 
prüfen daher zunächst die einzige für die Begründung des zwei übe 
Hauptsatzes hinreichende abweichende Formulierung über die eg den 
gangenheit, die vorgeschlagen worden ist. ist i 

Sie stammt von Boltzmann und lautet in möglichst kur bese 
Worten: Der uns bekannte Teil der Welt hat sich vor sehr lange Wi Geb 
in einem statistisch sehr unwahrscheinlichen Zustand befunden. Fi kan 
der Näherung, in der man diesen Teil der Welt als ein abgeschlos und 
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4 


System ansehen darf, folgt daraus unmittelbar das Anwachsen der 
Entropie fur die ganze nachfolgende Zeit. 

Der Inhalt dieser Behauptung ist sicher richtig. Problematisch 
ist aber ihre Begründung. Ehe wir darauf eingehen, wollen wir auf 
einen eigenartigen Zusammenhang hinweisen. 


5. Folgerungen für die physikalische Kenntnis 
der Vergangenheit und der Zukunft 


EIENISS 


Eintro) 
er zweit Der Begriff des Dokumentes eines vergangenen Ereignisses zeigt, 
ehaupt« daß wir weit über die Grenzen unseres Gedächtnisses hinaus mehr 


pie eins von der Vergangenheit als von der Zukunft wissen. Z. B. kann der 
die eins Historiker aus einer alten Urkunde schließen, daß vor 1000 Jahren 
Tgangı Menschen mit bestimmten Eigenschaften gelebt haben: eine Ver- 
steinerung beweist, daß einmal lebende Wesen bestimmter Gestalt 
existierten, und der Bleigehalt eines Uranerzes läßt uns das genaue 


rfahrun Alter jenes Fossils auf Jahrmillionen berechnen. Aus keinem der- 
sik ste artigen Fund folgt aber, daß in 1000 oder 10% Jahren noch lebende 
ht direkt Wesen auf der Erde existieren werden. Wer behauptet, vor 1000 Jahren 
e auf di sei die Erdoberfläche durch eine kosmische Katastrophe abrasiert 
der unte worden, kennt die Tatsachen nicht; wer behauptet, dasselbe werde 
if Stern in 1000 Jahren geschehen, kann heute nicht widerlegt werden. 

ygen. Di Warum gibt es also physikalische Dokumente der Vergangenheit, 
rallgeme: nicht aber Dokumente der Zukunft? Nur der zweite Hauptsatz 
smerkuny zeichnet in der Physik eine Zeitrichtung aus, und in der Tat läßt sich 


vermitte: diese Tatsache aus der Boltzmannschen Formulierung des zweiten 
Hauptsatzes ableiten. Die Fragestellung, die durch Dokumente be- 
subjektiv antwortet wird, ist dieselbe, die zum Begriff der Wahrscheinlichkeit 


dern eir führt. Ein Dokument ist stets etwas a priori Unwahrscheinliches, 
zugrun! denn um Dokument sein zu können, muß es so spezielle Eigenschaften 
chen Ve haben, daß es mit praktischer Sicherheit nicht „durch Zufall“ ent- 
bschnitt standen sein kann. Ein unwahrscheinlicher Zustand ist nun nach dem 


r Phys zweiten Hauptsatz aus einem noch unwahrscheinlicheren hervor- 
je Grunt gegangen und wird in einen wahrscheinlicheren übergehen. Noch 
unwahrscheinlichere Zustände, aus denen er hervorgehen konnte, gibt 
etzen. VS es aber nur in geringer Zahl, daher folgt eine sehr spezielle Aussage 
es zweiä über die Vergangenheit. Dagegen ist fast jeder andere Zustand, 
r die Ve den man sich ausdenken kann, ein „wahrscheinlicherer‘“, und daher 
ist über die Zukunft fast noch nichts behauptet. Im Beispiel: um ein — 
beschriebenes Blatt Papier herzustellen, bedarf es eines so speziellen 
Gebildes wie eines Menschen mit bestimmten Fähigkeiten: dagegen 
funnden. SE kann das Blatt nachher verbrennen. vermodern, in Wasser zergehen, 
‚schloss und immer entsteht ein wahrscheinlicherer Zustand der Welt, der : 
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ebenso aussehen könnte, wenn es jenes Blatt Papier nie gegeben hätte, 
Das Wahrscheinliche ist das Gestaltlose, wir fragen aber nach der 
Gestalt. 
Diese Eigenschaft der Dokumente erklärt natürlich nicht das . 
Gedächtnis als Bewußtseinstatsache. Sie dürfte aber immerhin ein | 
notwendige physische Voraussetzung für das Funktionieren des h 
Gedächtnisses sein, vor allem, wenn man bedenkt, daß auclı zwischen p 
dem unmittelbaren Erinnern und dem, meist unbewußten Schließen u 
aus Dokumenten kein scharfer Schnitt gezogen werden kaun, al 
6. Kritik der Boltzmannschen Formulierung : 
a) Die Boltzmannsche Formulierung ohne weitere Begründung u 
einfach hinzunehmen, wäre völlig unbefriedigend. Sie charakterisiert u 
selbst jenen fernen Zustand der Welt als sehr unwahrscheinlich und er 

fordert dadurch die Frage heraus: wie ist es zugegangen, daß ein s 
unwahrscheinlicher Zustand realisiert wurde und die Voraussetzung au 
alles uns bekannten Geschehens bildet, da doch andererseits die ganze [JB tr: 
statistische Begründung der Thermodynamik auf der Voraussetzung he 

beruht, daß mit praktischer Sicherheit stets nur das Wahrscheinliche 
geschieht. Man fühlt zwar sofort das Unangemessene dieser Frage, \ 
die von der Wahrscheinlichkeit eines unserer Kenntnis nach einmaligen | \n 
Vorgangs redet; hierin äußert sich aber nur das trotz ihrer praktischen Zu: 
Brauchbarkeit begrifflich Unangemessene der Boltzmannscha zal 


Formulierung. Will man die Frage als sinnlos abweisen, so muß man sell 
eine Charakterisierung der Vergangenheit wählen, die den Begriff 

der Wahrscheinlichkeit gar nicht als Grundbegriff enthält. Will man 
umgekehrt dem Wahrscheinlichkeitsbegriff die fundamentale Be 

deutung lassen, die er in der Boltzmannschen Formulierung hat, in 
so muß man die Frage beantworten, man muß also versuchen, zu zeigen, 
daß bei richtig angestellter Statistik das Auftreten jenes Anfangs- n\ 
zustandes durchaus zu erwarten ist. Den ersten Weg, der uns der 


richtige zu sein scheint, schlagen wir im nachfolgenden Abschnitt eit. h 
Boltzmann hat aber den zweiten Weg gewählt; es ist daher not tisti 
wendig, seinen Gedankengang zu prüfen. Anf 

Boltzmann betrachtet im § 90 seiner Vorlesungen iiber (as war, 
theorie die uns bekannte Welt als eine reale Schwankungserscheinung wart 
in einem räumlich und zeitlich sehr viel ausgedehnteren Universum den 


„Es müssen dann im Universum, das sonst überall im Wärmegleich- 
gewichte, also tot ist, hier und da solche verhältnismäßig kleine Bea 


‘ (a.a. 
von der Ausdehnung unseres Sternenraumes (nennen wir sie Einze- ohne 
welten) vorkommen, die während der verhältnismäßig kurzen Zei stehen 
von Aonen erheblich vom Wärmegleichgewichte abweichen, und wary 
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ebenso häufig solche, in denen die Zustandswahrscheinlichkeit gerade 
zu- als abnimmt. Für das Universum sind also beide Richtungen ’ 

der Zeit ununterscheidbar, wie es im Raume kein Oben und Unten | 
vibt. Aber wie wir an einer bestimmten Stelle der Erdoberfläche die 
Riehtung gegen den Erdmittelpunkt als die Richtung nach unten 
bezeiehnen, so wird ein Lebewesen, das sich in einer bestimmten Zeit- 
phase einer solchen Einzelwelt befindet, die Zeitrichtung gegen die 
unwahrscheinlicheren Zustände anders als die entgegengesetzte (erstere 
als die Vergangenheit, den Anfang, letztere als die Zukunft, das Ende) 
bezeiehnen und vermöge dieser Benennung werden sich für dasselbe 


kleine, aus dem Universum isolierte Gebiete „anfangs immer in einem 
unwahrscheinlichen Zustand befinden‘. Daß wir gerade diese extrem 
unwahrscheinliche Fluktuation beobachten, wird offenbar dadurch 
erklärt, daß nur sie die Voraussetzungen für den Lebensprozeß bietet. 

Die konsequente Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung — 
auf dieses Weltbild führt aber zu unannehmbaren Folgerungen. Be- 
trachten wir etwa einen Zustand unserer Einzelwelt, der nach unserer 
Zeitrechnung etwas später liegt als der Zustand tiefster Entropie. 
Er ist nach dem H-Theorem schon sehr viel wahrscheinlicher als jener 
„Anfangszustand“. Demnach muß es aber eine sehr viel größere 
Anzahl von Einzelwelten geben, deren „Anfang“ eben dieser „spätere“ 
Zustand (mit allen seinen Einzelheiten) ist. Allerdings enthält er 
zahlreiche „Dokumente“ der zwischen dem ‚‚wahren Anfang‘ und ihm 
selbst vorgefallenen Ereignisse. Daraus folgt aber keineswegs, daß 
diese Ereignisse in allen Einzelwelten, in deren Geschichte er vorkommt, 
wirklich geschehen sein müßten. Denn es ist in der Tat statistisch sehr 
viel wahrscheinlicher, daß alle diese Dokumente durch eine Schwan- 
kung entstanden sind, als daß die vorhergehenden Zustände geringerer 
Entropie, auf die wir aus ihnen schließen, tatsächlich realisiert waren. 
Unwahrscheinliche Zustände haben eben nur dann den Wert als 
Dokumente, wenn man schon voraussetzen darf, daß ihnen noch un- 
wahrscheinlichere Zustände vorangegangen sind. Mithin ist es sta- 
tistisch erdrückend wahrscheinlicher, daß nieht der zuerst postulierte 


> 

Anfang, sondern irgendein späterer Zeitpunkt das Entropieminimum : 


dung 
isiert 


In § 
zung 


tzung 


war. Mit der weitaus größten Wahrscheinlichkeit ist gerade die Gegen- 
einun! wart das Entropieminimum und die Vergangenheit, auf die wir aus 


den vorhandenen Dokumenten schließen, eine Illusion!). 
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1) Von etwas anderer Seite beleuchten M. Bronstein und L. Landau 
a.a.0.) den Sachverhalt durch die Bemerkung, daß ein beobachtendes Wesen 7 


ohne umgebende größere Welt sehr viel häufiger durch eine Schwankung ent- 


stehen müßte als die große Welt, die wir kennen; so daß keinesfalls erklärt wird. 


‘arum wir gerade eine so enorme Schwankung wahrnehmen. 
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Der statistische Schluß auf die Vergangenheit führt ılso au 
im Rahmen des Boltzmannschen Bildes zu absurden Kon »quenzen, 
Wir kehren daher zur entgegengesetzten Betrachtungswei- zurück. 


7. Die tatsächliche Struktur der Vergangenheit 

Zur Ableitung des zweiten Hauptsatzes reicht div folgend 
Voraussetzung hin: In jedem Augenblick ist alles Verge gene ein 
vollendetes Faktum, das grundsätzlich als bekannt zu betrachten ist: 
das Zukünftige hingegen ist noch unbestimmt und kann grundsätzliel 
mit Hilfe von statistischen Methoden mit dem diesen Methocen eigen- 
tümliehen Grad von Unsicherheit vorausgesagt werden. Daraus folgt 
zunächst das Anwachsen der Entropie für die Zukunft. Nun war aber 


jeder vergangene Augenblick einmal Gegenwart; daraus folgt das 
Anwachsen der Entropie für alles, was damals Zukunft war. also auch 
für die Zeiten, die heute vergangen sind. 

Eine andere hinreichende Ableitung ist die folgende: Man charak- 
terisiert irgendeinen weit zurückliegenden Zustand der Welt durdı 
bestimmte physikalische Bedingungen. Wenn diese nur überhaupt 
vom Wärmegleichgewicht abweichen, so ist damit der zweite Haupt- 
satz für die nachfolgende Zeit garantiert. Die Boltzmannsche For 
mulierung erscheint hier gleichsam als abgeleitetes Resultat; den 
jede realisierte Tatsache ist eine von sehr vielen möglichen un 
dadurch a priori statistisch unwahrscheinlich. Für unsere heutigen 
Kenntnisse vom Kosmos würde z. B. wahrscheinlich die Annahm 
genügen: vor rund 10! Jahren bestand die Materie der Welt au 
dünn verteiltem, ruhendem Wasserstoff von konstanter räumliche 
Dichte und der absoluten Temperatur Null. 

In gewissem Sinne ist die zweite Ableitung nur die konkret 
Ausdrucksweise der ersten. Denn man wird ja nur einen solehe 
vergangenen Zustand voraussetzen, von dem man glauben kan 
daß er wirklich existiert hat. Interessiert man sich nur für eine nal 
Vergangenheit, so kann man sich bei der Bestimmung seiner Eiger 
schaften auf die Erinnerung stützen, fragt man nach der Geschieli 
des Kosmos im großen, so schließt man auf ihn mit Hilfe der heut 
vorhandenen Dokumente |z. B. für den oben angegebenen Vorsel 
auf die Konstante der Entfernungs-Geschwindigkeits-Relatior 
Spiralnebel und die Häufigkeitsverhältnisse der chemischet 
mente!) |. 

Diese Dokumente haben aber fiir uns nur dokumentarische 
weil wir die in der ersten Ableitung verwendete Zeitstruktur se 


vorausset zen. 


I) Vgl. ©. F.v. Weizsäcker, Phys. Ztschr. 39. S. 633. 1938. 
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Man kann aber das Verhältnis auch umkehren. Vielleicht wird 
wan einmal einen bestimmten vergangenen Zustand der Welt durch 
hesondere Bedingungen auszeichnen können. Z. B. liegt es im Sinne 
der modernen kosmologischen Spekulationen, nicht nur die Natur- 
wsetze, sondern auch die Anfangsbedingungen des Weltgeschehens 
dureh die Forderung mathematischer Einfachheit einzuschränken. 
Dabei bleibt die Möglichkeit offen, daß diese Bedingungen für eine aller 
direkten Erfahrung entzogene Vergangenheit (und Zukunft) die 
Voraussetzungen für die Anwendung des uns geläufigen Zeitbegriffs 
aufheben. Für die uns zugängliche Zeitspanne müssen hingegen 
Überlegungen wie die im Abschnitt 4 angestellten formal von selbst 
zu dem Unterschied der Vergangenheit und Zukunft zurückführen, 
den wir vorher vorausgesetzt haben; so wie die Quantenmechanik 
durch den Übergang zu großen Quantenzahlen die klassische Mechanik 
wieder ergibt, welche methodisch ihre Voraussetzung ist. 

Beide Auffassungen stehen nicht in einem ausschließenden, 
sondern in einem komplementären Verhältnis. Einerseits gehört der 
geschilderte Unterschied zwischen Vergangenheit und Zukunft zu 
den unzweifelhaften Bewußtseinstatsachen, welche Vorbedingungen 


jeder möglichen Erkenntnis und daher, methodisch gesehen, das einzig 


sichere Fundament der Wissenschaft sind. Da der Begriff der Wahr- 
scheinlichkeit den der Erfahrung voraussetzt, und Erfahrung gar nicht 
definiert oder geschildert werden kann, ohne den Unterschied der Ver- 
gangenheit und Zukunft zu benutzen, ist die oben kritisierte An- 
wendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf die Vergangenheit im 
streng logischen Sinne sinnlos, was durch die absurden Konsequenzen 
ır besonders deutlich wird. Andererseits ist aber die äußere Wirk- 
hkeit, deren Eigenschaften wir mit Hilfe der so methodisch fun- 
erten Wissenschaft, wenngleich nur hypothetisch und schrittweise, 
tschließen, die physische Voraussetzung unserer eigenen Existenz. 
ts ıst daher ein berechtigtes Verfahren, von ihr ausgehend die vorher 
methodisch vorausgesetzten Behauptungen inhaltlich zu begründen 
ind auch in gewisse Gültigkeitsgrenzen einzuschließen. Erst im 
mplementären Wechselspiel beider Verfahren können die Grenzen 
slicher wissenschaftlicher Erkenntnis abgesteckt werden. 


7.7.Mariafeld, Meilen b. Zürich, 7. August 1939. 


(Eingegangen 8. August 1939) 
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Zur Theorie des Clusiusschen Trennungsverjahrens' 


Von P. Debye 


Als Wirtz und Korsching?) Erfolg hatten bei der Übertrag; 
des von Clusius erfundenen Verfahrens auf Flüssigkeitsgemisch. 
fand ich Veranlassung, einige theoretische Überlegungen anzustelle, 
die das Verhalten der Apparatur für diesen Fall beschreiben und ein 
Handhabe für die richtige Dimensionierung abgeben sollten. In de 
Zwischenzeit sind von verschiedenen Seiten Arbeiten über die Theori 
des Verfahrens veröffentlicht worden?), die indessen den gerade fir 
den Flüssigkeitsfall wesentlichen zeitlichen Ablauf des Prozesses u- 
berücksichtigt lassen. Bei den folgenden Berechnungen ist versuch 
worden, die Theorie in möglichst einfacher Form und in Grenzfälkı 
zu entwickeln, ohne dabei die für den praktischen Gebrauch hir 
reichende Präzision zu verlieren. 


$1. Die Grundgleichungen 
Die Apparatur bestehe aus zwei Platten verschiedener Tempen- 
tur T im Abstande a und von der Höhe h. Die Breite sei so gl 
gegen a, daß Veränderungen in dieser Richtung unberücksiehtig 
bleiben können. In Riehtung senkrecht zu den Platten sei die Koorl- 
nate x, in die Höhenrichtung die Koordinate y gelegt. Sind dann ı 
der Volumeneinheit n Teilchen gelöst, so finden zunächst in da 
tichtungen x und y Diffusionsströme von den Größen 
on 
dy 


, baw. —D 


= 


statt. 
Zwischen den Platten strömt die Flüssigkeit an der heißen Plat 
nach oben und an der kalten nach unten. Die in der y-Riehtux 
gerichtete Geschwindigkeit dieser Strömung sei v, dann ist der! 
durch bewirkte Teilchenstrom in der y-Richtung gleich nv. 
1) K. Clusiusu. G. Dickel, Naturw. 26. S. 546. 1938 und folgende Arlx 
2) H. Korsching u. K. Wirtz, Naturw. 27. S. 110, 367. 1939. 
3) L. Waldmann, Naturw. 27. 8.230. 1939; W.van der ( 
Naturw. 27. 8.317. 1939; W.H.Furry, R.C. Jones, L. Onsage 
fev. 99. S. 1083. 1939. 
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Schließlich wird durch das Temperaturgefälle noch ein Thermo- m 
diffusionsstrom veranlaßt, der in der x-Richtung gerichtet ist und für 
den der Ansatz 


aT 


—D'n dr 


gemacht werden kann. 

Aus diesen Ansätzen folgt, sofern die Abhängigkeit der Kon- 
stanten D und D’ von der Konzentration vernachlässigt wird, zur Be- 
stimmung von n als Funktion der Koordinaten z, y und der Zeit t 
die Gleichung 

Dabei ist noch das Temperaturgefälle zwischen den Platten als — 
konstant angenommen, so daß für dT/dx auch r/a geschrieben werden 
kann, wenn t die Temperaturdifferenz der beiden Platten bedeutet. 

Die vertikale Strömung erfolgt unter dem Einfluß der Schwere, 
weil die Flüssigkeit an der warmen Platte leichter ist als die an der 
kalten. Ist dann $ der Ausdehnungskoeffizient der Flüssigkeit, g die 
Schwerebeschleunigung, o die Dichte und wu die Viscosität, so ist die 
Geschwindigkeit ® zu bestimmen aus der Gleichung 

dy Bgo t 


)) = — 
ä dx? u a 


welche auf dem üblichen Wege aus dem Gleichgewicht aller Kräfte 
an einem Volumelement abgeleitet werden kann. Sie ist nur so lange © 
genau richtig, als die durch die verschiedenen Temperaturen an den 
verschiedenen Stellen der Flüssigkeit hervorgerufenen Variationen von 
uw vernachlässigt werden können. 

An den Platten muß v = 0 sein und der totale Flüssigkeitsstrom 
zwischen den Platten muß verschwinden. Daher folgt aus Gl. (2) 


2 a 

| bu (> a 2 +5) 

6u a 2) 4 \a 2 , 


wenn die Platten bei 2 =0 und x =a angenommen werden. Die 
veite Form des rechten Gliedes ist nur angegeben, um die Symmetrie 

a 

4 hervor- | 


/ 


t Bezug auf den Punkt mitten zwischen den Platten (2 = 


'reten zu lassen. 
Es soll jetzt die Grundgleichung (1) dimensionslos gemacht 
verden. Dazu werde gesetzt 
v._ Dt Di 
€=—, „=-!, (==, p=- q= a? 
a? D 6uD 
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Sie nimmt dann die Form an 


(5’) 
Die wesentlichen Materialkonstanten, welche den Prozeß |estimmen, 
können daher in den beiden unbenannten Zahlen p und q zusammen. 


gefaßt werden. 


§ 2. Das Gleichgewicht 
Im Gleichgewicht ist e =(. Man setze jetzt 
(6) n=e"U(E), 
dann muß U der Gleichung 


| 


(7) U" + pU'+a(a+qf)U =0 d 
genügen. An den Grenzen & = 0 und € = 1 muß der aus dem Diff. € 
sionsstrom und dem Thermodiffusionsstrom bestehende Gesamtstron 
verschwinden. Die Grenzbedingungen lauten daher 
(7’) U'+pU=0 für 
Praktisch ist die Größe p = >> manchmal eine kleine Zahl und si 
nähert sich der Null um so mehr, je kleiner die Temperaturdifferenz' 
ist. Es genüge daher, Lösungen für kleine Werte von p zu bestimmen. i 
Man mache den Ansatz 
(8) U=1+pU,+pU,+..., 
wobei in nullter Näherung U willkürlich gleich 1 gesetzt wurde. Dann 
liegt keine Beschränkung, da das Resultat nachträglich noch mi 
einer beliebigen Konstante multipliziert werden kann. Für U =! 
(Teilchenzahl überall zwischen den Platten dieselbe) wird natürlich 
%— 0; deshalb gilt für « der Ansatz 
(8°) a= pa, + prat.... 
Durch Einsetzen von Gl. (8) und (8’) in (7) folgen zur Bestimmuy PI 
a 
der U,, die Gleiehungen ; 
den 


U’ +a,qf=0, 
(9) +U', + + qf (aU, + %) =0, 
| vs 


mit den Grenzbedingungen fiir £ = 0 und & = 1 


. 
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| én 
— +? + ¢ - 
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| 
y 
ars 
| 
: 
(9) Rich 
4 | | din 
> 
| 


_ 


‘ 


P.Debye. Zur Theorie des Clusiusschen Trennungsverfahrens 28 


Hiernach folgt zunächst für U, u 
‘ 


20° 8 ' 12 
Benutzt man diese Darstellung von U,, um U, zu berechnen, und ver- 
langt dann die Erfüllung der Grenzbedingungen, so ist das nur möglich, 


> 


wenn die Beziehung: 
mme! 2 1 1 
mmen- %1 199% = 9 
erfüllt ist!). Es folgt also 
10080 
Bei kleinen Werten von p oder bei nicht zu großer Temperaturdifferenz 
der beiden Platten nimmt daher die Konzentration der gelösten Teil- 
ı Diff chen exponentiell mit der Höhe ab. Der Exponent ist 
ntstrol q 
120 
q? 
10080 
und s r wird 0, wenn q und damit die Geschwindigkeit der Flüssigkeit 
fferenz T entweder 0 oder oo ist, wie es dem Gefühl nach auch sein soll. Sein 
timmen. | Maximum erreicht er für q = ¥10080 = 100,4; in diesem Falle wird 
Q + . . 
r Exponent — 0,418 p H Nach der Definitionsgleichung (4) von 
folgt schließlich mit q = 100 der beste Wert des Abstandes a bei 
e. Dari gegebenen sonstigen Verhältnissen, nach der Formel 
och mit 
7 600 u D 
r U=! 11) a — ! . 
Setzt man als mittlere Werte ein: « = 0,01, D= 10-5, 5 = 0,001, 
6-10-5 
1000, 0 = 1, so folgt a = ——— , so daß bei einer Temperatur- 
T 
timmune ulferenz von 60° der Plattenabstand a = 10-2 em wird. Der geeignete 
Plattenabstand ergibt sich also von der Größenordnung 0,1 mm, was 
Versuchsergebnissen entspricht. 
§ 3. Der zeitliche Verlauf 
Wie aus Gl. (4) und (5) hervorgeht, wird das Gleichgewicht in 
r r-Richtung zu seiner Einstellung eine Zeit von der Größen- 
Pr 1) Die Beziehung bedeutet, daß der totale Teilchenstrom in vertikaler 
; htung Null ist und kann auch erhalten werden dadurch, daB man diese Be- 
ingung an die Näherung U = 1+ pU, stellt. : 
ar ; 


2 
| 
£ 
| | : 
| : 
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ordnung a?/D, d.h. bei a = 0,1 mm etwa 10 Sek. brauchen. Dagege 
wird die Einstellzeit in der vertikalen y-Richtung sehr viel | inger sein, 
nimlich von der Größenordnung h?/D. Selbst wenn h nur 10 em ist 


wird das etwa 107 Sek. = 116 Tage. Es ist also offenbar, daß bei de 
üblichen Versuchen mit Flüssigkeiten das Gleichgewicht \eineswez 
erreicht wird. Deshalb ist es von Interesse, den zeitlichen \ erlauf d« 


Prozesses zu berechnen. 

Es sei der Fall betrachtet, daß im Gleichgewicht die Trennuny 
oben und unten nicht sehr groß ist, so daß die Exponentialfunk- 
tion e*” durch ihre Entwicklung 1 + « ersetzt werden kann!). Nac) 
den Angaben im $2 wird dann für t = oc 


120 
n=MN,|1 — p 
19 10080 
5 
= 120 2) _ 2) 
10080 


Hierbei ist die multiplikative noch wählbare Konstante des }} 
bestimmt worden mit Hilfe der Angabe, daß vor Anstellung des Ve- 
suches die Zahl der gelösten Teilchen in der Volumeneinheit überil 
gleichmäßig gleich n, ist. Die Formel (12) ist übrigens so geschrieba 
worden, daß die Symmetrie um den Mittelpunkt der Apparatur 


E = ‚n1= deutlich hervortritt. Es ist offenbar angezeigt. 


diesen Mittelpunkt jetzt als Nullpunkt der Koordinaten zu wählen. 
Das soll geschehen, so daß von jetzt an & und n die (durch Divisio 
mit a) reduzierten Abstände von diesem Nullpunkte bedeuten wi 


deshalb für & — - , bzw. 7 — s in Gl. (12) zu substituieren sind 


Mit Rücksicht auf Gl. (3) und (5) wird dann die zu lésende Differential 


gleichung 
On ö’n On On > 
3: oF +77 + Poe 19 (&) 


mit 


(13) 


1) Der allgemeinere Fall mit Beibehaltung der Exponentialfunktion läßt sich 
in ähnlicher Weise behandeln, die Formeln sind aber verwickelter. Deshalb di 
Beschränkung, bei der aber das Charakteristische schon hervortreten wird. In 
übrigen ist so getan, als ob gar keine Vorratsgefäße oben und unten vorhanden 
sind, obwohl auch diese praktisch einen wesentlichen Einfluß auf den zeitlichen 
Verlauf haben. 
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15 7 V (&), 
muß 1 (im lim p = 0) der Gleichung 
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senügen. Dabei gelten für V die Grenzbedingungen 
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Die Lösung dieses zeitlichen Problems, die gesucht werden soll, besteht == 
aus zwei Teilen. Der eine Teil soll für ¢ = 0 (d.h. t = 0) gleich 7 


q 
120 = 
10080 
sein und für © = x verschwinden. Der zweite Teil soll für 5 = 0 gleich 7 


dem negativ genommenen letzten Summanden in Gl. (12) sein und : 
ebenfalls für £ = oc verschwinden. Addiert man dann diese zwei Teile 
zu Gl. (12), so ist damit die Teilchenzahl n zu beliebiger Zeit dar- 
gestellt. 

Wir werden im folgenden sehen, daß nur der erste Teil praktisch 
von Interesse ist. Es handelt sich also darum, eine Funktion n der 
Zeit und der Koordinaten zu finden, die Gl. (13) und den zugehörigen 
Grenzbedingungen an den räumlichen Grenzen befriedigt, für 5 = 0 
proportional »; wird und für {= co verschwindet. Dabei kann gleich 
von vornherein bemerkt werden, daß es genügt, diese Funktion in 
der Grenze für p = 0 zu kennen. 


h h 
Innerhalb des Gebietes — kann » durch die 


Fourierreihe 


| rı a 
v= +400 v=00 
ıIın=— — - — e = 
v=z—- y=( 


h h 
- bis 3 
2a 2a 


: h . h 

| von da an wiederholt sich die von — 9 bis 3, dargestellte 
a 

sebrochene Linie periodisch. Wir suchen nun zunächst nach Lösungen 


hat die Reihe den Wert " — ,, 


largestellt werden. Von 


a 


, die proportional e”” * ” sind. Macht man den Ansatz 


| V'=0 fü 


nnun 
funk 
Na 
Waited 
| 
= 
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In den praktisch in Betracht kommenden Fällen ist a// eine sehr 
kleine Zahl von der Größenordnung 10-3. Die Eigenw:ite x yoy 
Gl. (16) fallen also sehr nahe zusammen mit den Werte: * = mz, 
den Funktionen V =sin (2m + und V =cos et. 
sprechend. Alle Eigenwerte, welche zu m =1,2,3,... gehören. 
spielen für uns keine Rolle. Nach Gl. (15) wird nämlieh unter diesey 


Umständen die zeitliche Abhängigkeit nahezu en | H 
rt 


e S=@ 


wiedergegeben. Im Verlaufe einer Zeit von der Chistes etwa 
1 Min. oder weniger wird der Einfluß der entsprechenden Glieder 
unmerklich klein geworden sein. Eine Ausnahme macht nur der ein 
Eigenwert, der nahe gleich 0 ist. Um diesen zu bestimmen, gehe man 


nach Gl. (16) von der Lösung 


aus, die Gl. (16) befriedigt, wenn die beiden letzten Glieder links gam 
vernachlässigt werden. Durch Einsetzen dieser ersten Näherung in 
diese Glieder und nochmaliger Integration folgt dann in zweite 
Näherung 


a 
Verlangt man jetzt die Erfüllung der Grenzbedingungen Gl. ( 
so folgt für x? die determinierende Gleichung m 
0. 


2 8 h? 15360 
Mit Rücksicht auf den geringen Wert von a/h folgt demnach 


= 


oder nach Gl. (16°) 

(18) 

Schenkt man den Besonderheiten in einer Zeit der Grébenordnuny 
von höchstens 1 Min. nach dem Einschalten keine Beachtung, so gl 
also für die einzige für uns in Betracht kommende Lösung der Form (! 
die Darstellung 

19 i 

(19) n=e 


denn V (£) wird bis auf Glieder von der Ordnung a/h einer Konstant 
gleich. 


> 
| 
] 
fy, 
if 2 
‘ 
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‘ 
ei 
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, 
; 
Tue (2 
(3) 
- 
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Zusammenfassend können wir demnach mit Rücksicht auf 
Gi. (14) behaupten, daß eine Teillösung, die für t=0 im ganzen 
Bereich gleich », sein soll und die für t = & verschwindet, durch die 
Funktion 


a 
n'a (1+. sin(2y + l)a 


v=00 
4h Y 
hk 
(20) a > 2» +1)? 


dargestellt wird, vorausgesetzt, daß Besonderheiten innerhalb der | 
1. Min. nach Anfang des Versuches außer acht gelassen werden. Nach 
Gl. (4) ist € eine Abkürzung für Dt/a?; der Exponent in Gl. (20) wird 


also 
(2» + 1)? 


wenn die Relaxationszeit © durch die Formel 
(21) 


definiert wird. 

Für die Kompensation des dritten, nur von £ abhängigen Gliedes — 
in Gl. (12) kommen wieder nur sehr kurze Relaxationszeiten in Frage. 
Wir können demnach behaupten, daß, abgesehen vom allerersten 
Anfang, die Dichteverteilung zeitlich und räumlich durch die Formel 


+1) 


a 
sin 2v+])n h 120 & 


10080 


edergegeben wird. 
Was praktisch interessiert, ist das nach der Versuchszeit t erreichte 
ordnun \erhältnis der Konzentrationen oben und unten in der Apparatur. : 
] 
'. Esfolgt 


Für das obere Ende ist n=+ ‚ für das untere 7 = 2a 


daher aus Gl. (22) 


7 
orm (1) 2a 


(28) oben 


nstantel "unten 


nor 
| 
| 
KS ga 2.3 
» 
"ung 
zweit 
1. (16 
20 4h 
n= MN, |1 — p— - - 
0 I 2 
10080 
2 
> 
24 64 | 
t \ 
4 
1 +17? 9) 
-p 1% Je oes 
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Hierbei wurde einerseits Gebrauch gemacht von der Tatsache, dal 


a 
während andererseits das dritte Glied in Gl. (22) ganz vernachlässigt 
wurde, was bei den praktisch benutzten großen Werten von /i/a völlig 2) 
unbedenklich ist. 
$4. Trennung bei kurzer Versuchsdauer D 
Aus Gl. (23) kann der erreichte Effekt für jede Versuchsdauer i R 
entnommen werden. Dabei ist für das Resultat natürlich nicht die A 
Zeit t selber, sondern ihr Verhältnis zu der in Gl. (21) definierten di 
Relaxationszeit O maßgebend. Nun ist bei den Flüssigkeiten dies h 
Verhältnis t/O stets klein, selbst wenn der Versuch einige Tage dauert: de 
so ist es unter diesen Umständen von der Größenordnung !/,, bei 
Apparaturen von der Höhe h = 20 em. Da © nach Gl. (21) proportio- ” 
nal h? ist, wird bei größeren Höhen das Verhältnis rasch noch viel ve 
kleiner. 
Die Konvergenz der Summe in Formel (23) ist nun um » 
schlechter, je kleiner t/O ist. Es besteht also praktisch ein Interes 
dafür, die Summe durch eine andere Darstellung, die für kurze Zeiten 
geeignet ist, zu ersetzen. Man kann nun zeigen, daß die Summe : 
ven 
v=oo er 
A (2) (2» + 1)? 
auch dargestellt werden kann in der Form 
v=00 + 
1 n? n? 
v=1 ro 
wobei die Funktion ® durch das Integral unbi 
co wird 
(24”) ® (s) =f e-"u 2 du ei 
8 
definiert ist, das sich auch mit Hilfe des Fehlerintegrals ausdriicket 
läßt und somit nötigenfalls bestehenden Tabellen entnommen werden . 
. . ° Deze 
kann!). Meistens wird die erste Näherung 
2] 1 
(25) (7) V? +713] * 
ügen. 
genug 
der D 


u 1) Man vergleiche die Anmerkung am Schluß. \ 


= 
% 
> 
® 
. 
~ 
4 
is 
3 
a 
® 
® 


2 
5 


hrens 293 
Beriicksichtigt man nur die zwei ersten Glieder in Gl. (25), was 

für kleine Werte von « eine sehr gute Näherung bedeutet, so folgt Ff 

aus GI. (23) und mit Rücksicht auf Gl. (21) für das Trennungsverhältnis - 
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dab 


q q 
N hen 1200 h 4,/at 4 120 7680 
völlig 1 =1 4 Zu | 


>) = ? Ya 1+ 1 
10080 10080 

Das Auffallende und vielleicht zunächst Überraschende an diesem 

Resultat ist, daß die erreichte Trennung nicht von der Länge h der 

Apparatur abhängt. Die Kompensation der Wirkung der Länge kommt 
dadurch zustande, daß gleichzeitig mit einer Verbesserung der direkten 
Wirkung durch Verlängerung der Flüssigkeitssäule eine Verminderung 
des Effektes durch Vergrößerung der Relaxationszeit verknüpft ist. 
Diese beiden Wirkungen kompensieren sich gegenseitig völlig, solange 
die Versuchszeit klein gegen die Relaxationszeit ist. Im übrigen haben 
Versuche von Wirtz und Korsching die Richtigkeit dieser Erwartung 
bestätigt. 

Die Tatsache, daß eine kurze Apparatur genau soviel leistet 
wie eine lange (immer bei genügend kurzer Versuchsdauer), bedeutet 
für die technische Ausführung natürlich eine wesentliche Vereinfachung 
Es ist aber noch zu überlegen, ob bei kurzer Versuchsdauer noch ein 
genügend starker Effekt erreicht werden kann. Hier aber liegen die 


auer ! 
ht dir 
lerteı 


Verhältnisse günstig, weil die Trennung mit 8 fortschreitet, so daß 


selbst eine Versuchszeit, welche gleich !/,. der Relaxationszeit ist, 
rst eine Verminderung auf !/,, bedeutet. 

Für den Gleichgewichtsfall gibt nach § 2 die Wahl q = 100 den 
esten Effekt. Nach Gl. (26) ist das jetzt, wo t/O klein ist, anders ge- 
worden. Aus dieser Gleichung würde man schließen, daß jetzt q so 
groß wie möglich gemacht werden sollte. Dieser Schluß ist indessen 
unberechtigt, da Gl. (26) eine Näherung darstellt, die unberechtigt 
wird, wenn q sehr groß und damit nach Gl. (21) die Relaxationszeit © 
klein wird. Um die Abhängigkeit der Trennung von q richtig zu be- 
rechnen, muß für die Summe S die genauere Darstellung Gl. (25) 
oder (24°) verwendet werden. Begnügt man sich mit der dreigliedrigen 
Formel (25), so folgt aus einer numerischen Auswertung das Folgende. 
Bezeichnet man mit ©, die durch den Ansatz 


fkennzeichnete Relaxationszeit, so ist bei einer Versuchsdauer t = 


drücken 
werden 


>. : 


er beste Wert von q rund 200 und bei einer Versuchsdauer t = 


| 
= X 
diese 
auert 
iv 
ort 
he t 
| a 
| 
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rund 400. Da nach Gl. (4) die Zahl q der dritten Potenz des Alstandes, 
proportional ist, bedeutet das nur eine kleine Vergrößerung «is Platten. 
abstandes gegenüber dem Grenzfalle des Gleichgewichtes. 


Anmerkung 


Die durch Gl. (24) definierte Summe S (x) kann angesehen werden al 
Spezialwert, den die Summe 


—(2¥4+1)2 


€ . 
F (x, y) > sin (2v + 1) y 


v=0 


für y 2 annimmt. Die — F (x, y) ist indessen eine Lösung der Diffusions. 


Pan 
gleichung 
Cor 


die für 2c=0 in 


F (0, y) =@ (y) sin (2v+ l)y 


übergeht. @ (y) stellt aber eine Zickzacklinie dar, deren Ordinaten von y = - 
bis. y gleich von y 5 bis y = 3 gleich 4 (a — y) sind und 


von da an sich periodisch wiederholen. Nun kann die Lésung der Diffusion 
gleichung auch in der Form 


angesetzt werden. Aus dieser letzteren Darstellung folgt die in Gl. (24) angegeben 
Form von S (x) ohne Mühe. 


Berlin-Dahlem, Max-Planck-Institut, 1. August 1939. 
(Eingegangen 5. August 1939) — 
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Zur Kinetik der Thermodifusion in Flüssigkeiten 
Von K. Wirtz 


Die Thermodiffusion hat durch das von Clusius und Dickel?) 
angegebene Verfahren zur Akkumulierung ihrer Wirkungen und die 
dadurch gelungene Trennung und Reindarstellung der Chlorisotopen 


sroßes, aktuelles Interesse erhalten. Die Theorie des Effektes für die 
Gasphase ist u.a. von Chapman?) gegeben worden. Da sich das 
(lusiussche Verfahren auch in Flüssigkeiten?) zu bewähren scheint, — 
wollen wir auch hier nach einer physikalischen Erklärung der 
Erscheinung fragen. Chapman‘), dem der Flüssigkeitseffekt als 
Ludwig-Soret-Phänomen bekannt war, bemerkt, daß die Aussicht auf — 
eine auch nur annähernd korrekte Theorie sowohl wegen der Schwierig- | 
keiten, die jeder kinetischen Theorie der Flüssigkeiten entgegenstehen, 
als auch deswegen, weil schon im Gas die Theorie sehr komplex ist, 
wenig günstig erscheine. An dieser Situation hat sich höchstens 
insofern etwas geändert, als unsere Kenntnisse von den molekularen 
Verhältnissen in Flüssigkeiten in den letzten Jahren sich vermehrt 
und wir gelernt haben, wie man kinetische Probleme in kondensierter 
Phase in roher Näherung behandeln kann. 

Kinetische Ansätze für Transporterscheinungen gehen von mole- — 
kularen Vorstellungen und Modellen aus), und die Betrachtung der 
molekularen Verhältnisse neigt wiederum dazu, eine Flüssigkeit als 
dem festen Kristall nahe verwandt zu betrachten. Ein solches Modell 
wird dann gut sein, wenn sich das betrachtete, wandernde Teilchen 
in das quasikristalline Gitter der Flüssigkeit einfügt, also bei der 
Selbstdiffusion, der Diffusion von Isotopen, der Wanderung von 
lonen in wäßriger Lösung und ähnliches. Die gewonnenen Resultate 
selten mutatis mutandis auch immer für die feste Phase*). 

Aber auch die hydrodynamische Beschreibung der Transport- 
vorgänge ist eine Möglichkeit, die z. B. dann den Vorzug verdient, wenn 
heben der Größe eines wandernden Teilchens die molekulare Struktur 
les Lösungsmittels zurücktritt5). Sogar die Beschreibung der Ionen- 
beweglichkeit durch die hydrodynamischen Gesetze von Nernst- 
Lorenz-Stokes führte ja bekanntlich zu vernünftigen Ionenradien, 

*) Experimentell wurde thermische Diffusion in fester Phase gefunden, z. B. 

H. Reinhold, Ztschr. f. Elektrochem. 35. S. 627. 1929; Ztschr. f. phys. 
Chem. A 141. S. 1397. 
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wia 


die durch die neueren kinetischen Vorstellungen keine wesentliche, 
Änderungen erfuhren. Dieses Modell, das mit innerer Reibung un 
ähnlichen Begriffen arbeitet, wird also selbst im Gebiet, wo di. 
„kinetische‘ Betrachtungsweise den Vorzug verdient, noch nicht sehr 
falsch. Ein Ansatz dieser Art für die Thermodiffusion wurde kürzlie 
skizziert°). 

$ 1. In einer verdünnten Lösung herrsche ein Temperatirgradient, 
Dieser hat infolge von thermischer Diffusion eine Konzentration. 
verschiebung zur Folge, die die normale Diffusion auszugleiche 
bestrebt ist. Betrachten wir das Problem als eben und herrsche de 
Temperaturgradient längs der z-Achse, so ist Gleichgewicht erreicht, 
wenn sich Konzentrationsdiffusion und Thermodiffusion das Gleich- 
gewicht halten. Dann gilt die Gleichung): 


on ; 
(1) D> = -DnZ 


ierin ist n die Konzentratic er gelösten Teilchen, D ihre normak 
H t n die Konzentration der gelösten T . 


. & . . . .. 
Diffusionskonstante und D’ = q, wo die in üblicher Weise definiert: 
Thermodiffusionskonstante ist. Für die folgenden Ausführungen is 
D’ geeigneter. Der Quotient D’/D ist eine in allen Rechnungen über 
thermische Diffusion wiederkehrende Größe*). Z. B. ist in der Reg 
für das Clusiussche Trennrohr das Verhältnis der Konzentrationen 


einer Substanz am oberen und unteren Ende: . 5 


D’ 
N be a—-t 
oben e D 


"unten 


wo a ein von D’ unabhängiger Faktor und 1 die Temperaturdifferen 
ist [Debyell)]. 

Es mögen nun die einleitend skizzierten Voraussetzungen für em 
„kinetische‘‘ Behandlung des Diffusionsvorganges erfüllt sein. Dam 
bewegt sich das Teilchen in einem durch das quasikristalline Gitte 
bestimmten periodischen Potentialfeld, in dem es in regelmäßigı 
Abständen der mittleren Größe 1 Ruhelagen haben soll. Setzt mar 
voraus, daß die Wanderung in den allermeisten Fällen nur in Schritte 
der Größe | erfolgt, und sei die Zahl solcher Sprünge des Teilchen: 
in der Zeiteinheit gleich j, und sei z. B. in sechs räumlichen Richtung 
ein solcher Sprung möglich, so wird die Diffusionskonstante 


D'-T- 
Zr = D - wird in den Arbeiten von Chapman) k,, genal 
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Setzt man voraus, daß I, das für jeden Diffusionsvorgang charakteri- 


ur stisch ist (und der freien Weglänge im Gas entspricht), verglichen 
™ mit j praktisch nicht von der Temperatur abhängt — und diese 
= Voraussetzung ist sicher in den meisten Fällen erfüllt —, dann kann 
7 : man eine einfache Beziehung zwischen D und D’ ableiten: 
rane Wir fassen zwei benachbarte Ruhelagen ins Auge, die in r- 
Sen Riehtung (= Riehtung des Temperaturgradienten) um die Strecke | 
an auseinander liegen und die man sich durch eine Wand getrennt denken 
. . kann. An der ersten Stelle sei die Zahl der Sprünge eines Teilchens $, 
ichen 
‘ an der zweiten 
ie der 
eicht, 
eich. 
Ist n die Konzentration der betrachteten Teilchen. so ist die 
Anzahl der Sprünge an der Stelle x durch die Flächeneinheit der 
Wand hindurch 
In - 
6, 
_— und die Anzahl der Spriinge an der Stelle x +1 in umgekehrter 
. 
ren ist Richtung durch die Wand hindurch 
über 
= j+ oT -1) 
02 
Die Differenz beider Ausdrücke ist gleich dem Thermodiffusionsstrom, 
o 
y . oF 
der nach Gl. (1) gleich D’-n- ist. Man erhält also: 
oT Pn dj oT 
D’n— =— 
Ox 6 OT Ox’ 
iir t 
Dan 
Gitte 
näßige = eT 
zt ma 
chritten Die Thermodiffusionskonstante in der in Gl. (1) definierten Form 
eilchen: ist also gleich dem Temperaturkoeffizienten der gewöhnlichen Diffusions- 
tung’ onstanten. In dieses Resultat geht nur die V oraussetzung ein, daß | 
na ubhingig von der Temperatur ist, dagegen keinerlei spezielles 
lransportmodell. Die Gleichung (4) besitzt danach verhältnismäßig 
gemeine Gültigkeit. 
$2. Um über D und D’ mehr zu erfahren, muß die Größe j näher 
genannt diskutiert werden. Hier gerät man bekanntlich bei der Wahl des 
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Modells in große Schwierigkeiten, die u. a. von Fowler und Slaters 


erörtert wurden. 
Der Platz des Teilchens im Gitter kann ein Gebiet konstanty 
potentieller Energie sein, die am Rand steil ansteigt. Ist dieses Gebje ( 
ein Kubus der Seite a, und hat das Teilchen die Masse m, und ist 
(5) 8 mas < kT, 2 
so hat das Teilchen im Mittel die klassische kinetische Energie 3/27 ; 
in diesem Raum. Für a=10-®cm und m = 50 ist Gl. (5) nach 
Fowler und Slater für T>5 erfüllt. Sie berechnen unter diesen | 
Annahmen die Zahl Zo der Stöße des Teilchens gegen den Potential. (9 
wall, zu: | 
(6) 2, / 2kT . 
a am 
Die Zahl der Stöße, die eine bestimmte Energie > k T überschreite : 
(unter () kann z. B. die Héhe des Walles verstanden werden) ist dam r 
all 
(7) chi 
Unser j, die Zahl der Sprünge, wird ein Bruchteil f <1 dies die 
Zahl Ze sein. Damit erhält man: oy a 
kan 
wat 
Nun wird es in einer Flüssigkeit meistens keinen Bereich de J Git 
Größe 10-§cm mit konstanter potentieller Energie geben. Fir J von 
ein Alkaliion in H,O beispielsweise ist a = 108 em sicherlich zug trit 
gewählt. In solchen Fällen ist es vielleicht eine bessere Näberuy M 
das Teilchen als harmonischen Oszillator mit der Frequenz » 1 
behandeln, die irgendwie an die Stelle von Z, treten muß. Die Molekik 5 Bei 
sind hier auf die Anregungszustände nach Boltzmann verteilt. Mu J Hen 
nimmt nun meist an, daß das Niveau, auf das das Teilchen gehobe 
werden muß, um die Hemmung beim Platzwechsel überschreita n 5 Anw 
können, kein hoher Anregungszustand des Oszillators und somit nidt J die ' 
hoch entartet ist, und daß man sich deswegen, ohne große Fehlern in (), 
machen, um etwaige Gewichtsfaktoren, die bei der Berechnung @ eckig 
3esetzungsdichte auftreten, nicht zu kümmern braucht. Hier — 
lassen sich Argumente anführen. Z. B. berechnet Polissar’) a Dach 
entsprechenden Überlegungen für K+ in H,O eine Frequenz ie DE 
deren Nullpunktsenergie schon von der Größenordnung desjenigen * 
ist, das die Hemmung beim Transport charakterisiert. Dies bedeu iS Phaser 
allerdings auch wieder, daß der Oszillator eine schlechte Annaherw  leipzi; 


| 
4 * 
| 
4 
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cha, 
| 
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an die Wirklielikeit ist und daß das Teilchen vom Oszillatormodell aus 
vesehen schon Züge eines freien besitzt. 

Die Zahl der Teilchen, die eine Anregung der Größe Q erhalten 
(bzw. die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen mit der Energie Q angeregt — 


Q 
kT 
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zu finden), ist 4g*e (Gg = Gewichtsfaktor des Niveaus 0). Die 
Zahl der Stöße des angeregten Teilchens wird gleich der doppelten 
Schwingungszahl in diesem Zustand sein, und j, die Häufigkeit der — 


Platzwechsel, wird wieder ein Bruchteil f’ < 1 dieser Zahl sein. Damit — 


>) na wird die Diffusionskonstante 
12 
tent (9) D=f' G:2v-e *7, 
wo in f’ auch alle Gewichte, sterischen Faktoren usw. mit hinein- — 
genommen sind. Rodebush!®) hat zum erstenmal eine derartige 
Verknüpfung thermodynamischer und kinetischer Überlegungen in der : 
chreite Reaktionskinetik versucht. Alle strengeren Theorien ändern an dem 
ist dan! Typ der Formeln [ Gl. (8) und (9)| nichts wesentliches, sondern führen | 
allenfalls zu Korrekturen, Modifikationen und Umdeutungen einzelner . 
charakteristischer Größen (wie v) oder zu einer Analyse des f’*). Für 
1 dies die folgenden Betrachtungen genügen Gl. (8) und (9). 

In den Formeln [Gl. (8) und (9)] für die Diffusionskonstante D _ 
kann () aus Summanden bestehen, von denen nur einer der Hemmung _ 
entspricht. Beruht z. B. der Transportvorgang auf einer „Loch- 
wanderung‘“ $),%), so kann die Löcherhäufigkeit, die Zahl nicht besetzter — 

eich de Gitterplitze des kristallinen oder quasikristallinen Verbandes selbst — 
on. Fir von der Temperatur exponentiell abhängen. Dieser Exponentialfaktor 
| zu gr tritt in Gl. (8) und (9) mit auf: 
(10) () (Hemmung + ( Lochbildung 
Molekik 9 Bei einer Diffusion über Zwischengitterplätze entspricht Q der 
silt. Hemmung allein**). 
 gehobrı $3. Die Thermodiffusionskonstante D’ erhält man nun durch 
reiten n 5 Anwendung von Gl. (4) auf (8) und (9). Es werde vorausgesetzt, daß 
mit nid J die Temperatur nicht mehr implizit in irgendeiner Größe, speziell 
Fehler "5 in), vorkommt. Dann wird für das klassische Modell mit dem tiefen 
nung dB eckigen Potentialtopf: 
Hierfür - 
sar’) all Om Sse beste Ubersicht iiber die verschiedenen möglichen Ansätze und ihre 
sich im Tagungsheft über Reaktionskinetik der Trans. 
: ar. Soc. $4. S. 1—268. 1938. 
jenigen **) Näheres über die Modellvorstellungen der Diffusion in kondensierten 
; bedeut HE Phasen vgl. z. B. in dem Buch von W. Jost, Diffusion und chemische Reaktion. 
Leipzig 1937. 
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und ebenso fiir das Oszillatormodell: 


Q 
Q 


(Ma) 


D Q 
D 


Diese Beziehungen erlauben es, aus Messungen von D’/D den Wert 
von () zu bestimmen. 

Interessant ist nun natürlich die Frage nach den Isotopeneffekten 
von D’/D, d.h. hier, wie Q von der Teilchenmasse bei identischen 
Potentialverlauf abhängt. 

Für den in $ 2 skizzierten klassischen Ansatz, der Gl. (8) und (8 
zugrunde liegt, folgt, daß ( von der Masse merklich abhängt, wenn di 
Energiewände, die das Teilchen einschließen, nicht zu hoch sind 
Sonst würden die Effekte, die die Massen auf die Nullpunktsenergien 
bzw. tiefen Terme im Topf ausüben, neben der Höhe der Wand ver 
schwinden. 

Ebenso ist es im Oszillatormodell, das Gl. (9) und (9a) zugrunde 
ur liegt. Betrachten wir diesen Fall ausführlich. Das Potential sei unten 

harmonisch und die Anregung erfolge vom Nullpunktsniveau au 


Die Nullpunktsenergie ist h v/2, wo v sich ändert wie 2 (m = Masse 
m 


bzw. wie y (u = eine reduzierte Masse). Am oberen Rande rutscht 
u 


die Niveaus der Isotopen zusammen. Man kann also den Isotope- 
effekt von () als nur von den Nullpunktsenergien herrührend ansehe. 
Dann erhält man für zwei Massen u, und fy: 


| 


(Jy ist die für beide Isotopen gleiche Tiefe der Potentialmulden. N 
Gl. (9), (9a) und (11) erhält man für den Isotopeneffekt der therm 
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schen Diffusion, wenn man bedenkt, daß (K = Kraft- 
23 


konstante): 
= hy 
1). 


Der Vollständigkeit halber schreiben wir noch die Beziehungen 


hin*): 
(12a) 
hv, 
12b) 
( 2 1 2% 
Die Beziehungen [Gl]. (12), (12a) und (12b)] ergeben sich ganz ent- — 
n Wert sprechend für den Fall, der Gl. (8) und (8a) zugrunde liegt. 
hy 
Die Formeln Gl. (12) und (12b) gelten nur, wenn °*! genügend 7 
veffekte ‚2% 
tischen klein gegen] ist, denn sie stellen eine Entwicklung nach dieser Größe dar. 
Schon in $2 sahen wir, daß diese Bedingung beispielsweise bei K* 
ind (8a n H,O nicht gut erfüllt zu sein scheint°), d.h. das Ion würde schon 
venn dir ziemlich frei sein in der Flüssigkeit. Trotzdem werden die Gl. (12) 
ch sind. und (12b) die Verhältnisse immer noch besser beschreiben als etwa 


energiet auf die kondensierte Phase übertragene gaskinetische Beziehungen. 


hv, 


and ver Ist sehr klein, so entspricht dies dem erwähnten Fall, daß 


co 
die Wände des Energiewalls sehr hoch sind. Dann fällt das zweite Glied 
n Gl. (12) und (12b) neben 1 nicht mehr ins Gewicht und der Isotopen- 
fekt verschwindet, wie wir schon sahen. 

Kommt infolge des Transportmechanismus ein Q nach Gl. (10) 
= Mass istande, so kann die Massenabhängigkeit von () etwas anders werden. 
och dürfte sich das zweite Glied in Gl. (12) und (12b) in der Regel 
ur um einen Faktor der Größenordnung 1 ändern. 


zugrunde 
sei unten 
eau aus, 


~ 


rutsche 


[sotopet Für einen Vergleich der Resultate, speziell der Beziehungen 
ansehen. Gl. (4), (Sa), (9a) und (12) mit den Experimenten liegt im Augenblick 


zu wenig Material vor. Im hiesigen Institut sind entsprechende 


lessungen im Gange. Es ist beabsichtigt, die Diskussion bei ihrem 


\bschluß nachzuholen. Auch auf eine Voraussage eines Isotopen- 
fektes für einen speziellen Fall sei hier verzichtet. 

*) Diese Massenabhängigkeit der Diffusions- bzw. Thermodiffusionskon- 


Iden. Ni stanten dürfte für alle möglichen Modelle erhalten bleiben. Immer treten die 
vr thermi Wurzeln aus den Massen auf. 
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Zusammenfassung 


Unter der Voraussetzung, daß die mittlere Strecke beim Platz. 
wechsel eines Teilchens im Gitter von der Temperatur nicht abhängt, 
wird für die Thermodiffusionskonstante D’ in kondensier: on Phasen 

oD 

oT: 

Modelle für die Diffusion in kondensierten Phasen angewendet. Man 

erhält einfache Ausdrücke | Gl. (8a), (9a)] für das Verhältnis D’/D, das 

in allen Rechnungen über die Substanztrennung durch Therno. 
diffusion |vgl. z. B. Debye!!)] vorkommt. An Hand dieser Ausdrück: 
kann man die möglichen Isotopeneffekte diskutieren | Gl. (12)]. Herm 

Prof. Debye danke ich herzlich für Diskussionen. 


die Beziehung abgeleitet: D’ = Diese Vorschrift wird « uf speziell 


Es ist eine besondere Ehre für mich, diese Arbeit Herrn Prof. 
M. v. Laue zu seinem 60. Geburtstag widmen zu dürfen. 
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W. Meißner u. G. Meißner. 


Platz. 
)hängt, 


Phase 
wes Die gaskinetischen Vorgdnge 


peziell in einem Expansionszylinder 
Mar 
/ D, das 
'hermo- 
sdrück: 
Her 


Von Walther Meißner und Gertrud Meißner 


Mitteilung aus dem Laboratorium für Technische Physik der Technischen u 
Hochschule München) 


Einleitung 


In einer Reihe von Arbeiten, die in den letzten Jahren ver- 
n Ent öffentlicht wurden, ist die Wirkungsgradverschlechterung von Wärme- 
kraftmaschinen behandelt, die vermeintlich bei hohen Kolbengeschwin- 7 
digkeiten eintritt‘. Die Verfasser schließen sich dabei direkt oder 
indirekt an eine Arbeit von Clausius aus dem Jahre 1857?) an, > 


u. in welcher er den Druck auf einen bewegten Kolben gaskinetisch 
Rashes berechnet. In dieser Arbeit findet sich folgender Satz: 

»Wenn dagegen die Geschwindigkeit w (Kolbengeschwindigkeit) 
Ztschr. einen gegen u (Molekelgeschwindigkeit) in Betracht kommenden Wert 
doy hat, so muB auch die durch die Bewegung der Wand bedingte Ande- 


rung des Druckes beriicksichtigt werden, welche im negativen oder > 
vn Sinne stattfindet, je nachdem w positiv oder negativ ist, 

, je nachdem das Wandstück sich nach außen oder nach innen 
38. en egt.s 


Wie wir sehen werden, sind die an die vorstehenden Siitze ge- 


om knüpften Folgerungen anderer Verfasser, die zur Berechnung von 
1939. Druckminderungen bis 10°/, und mehr führten, nicht korrekt, weil 

i Clausius nicht das Verteilungsgesetz für die Molekelgeschwindig- 
inrohr be iten und seine Änderung infolge der bei der Expansion von Ort 


‘aturw. 


Ort verschiedenen Gasgeschwindigkeit berücksichtigt ist. Clausius 


selbst konnte auf diesen Punkt gar nicht eingehen, da bei der Ab- 
fassung seiner Arbeit das Geschwindigkeitsverteilungsgesetz noch 
nicht bekannt war. 

1) K. F. Herzfeld in Müller-Pouillets Lehrb. d. Phys., 11. Aufl., 
Braunschweig 1925, Bd. 3/2, insbesondere S. 20; L. Vahl, Forschg. a. d. Geb. 
4. Ing.-Wes. 4. 8.31. 1933; M. Paul, Ann. d. Phys. [5] 29. S. 179. 1937; 
E. Justi u. M. Kohler , Forschg. a. d. Geb. d. how -Wes. 9. S. 242 u. 310. 1938. 

2) R.Clausius, Pogg. Ann. 100. 8. 253. 1857; auch abgedruckt in 
R. Clausius, Die mechan. Wiirmetheorie, Bd. 3, die kinetische Theorie d. Gase, 
herausgegeben von M. Planck u. C.Pulfrich, Braunschweig 1889—91, 
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Boltzmann!) hat nun zwar später die Frage nach dem Druck 
auf ein bewegtes Wandstück, wenn auch nur unter gewissen Aı. 
nahmen, schon richtig behandelt, übrigens ohne auf Clausius Bezy 
zu nehmen; jedoch setzt er voraus, daß erfahrungsgemäß der Druck 
auf ein bewegtes und ein ruhendes Wandstück nahezu gleich groß 
ist. Mit Rücksicht auf die neuerdings aufgetauchten Zweifel, di. 
sich auch auf die Gültigkeit der von der phänomenologischen Therm. 
dynamik gelieferten Druckausdrücke beziehen, ist daher im folgender 
die für die Technik wichtige Frage nach den Vorgängen im Expansion. 
zylinder vom Standpunkt der neueren Forschung aus, insbesonder 
unter Berücksichtigung der Arbeiten Enskogs, nach Möglichkeit 
streng untersucht. 

Man gelangt dabei auch zu einigen wohl noch nicht ausgespro. 
chenen interessanten Erkenntnissen: Es zeigt sich, daß die phino. 
menologische Ausdrucksweise, die Expansionsarbeit werde dure) 
Druck von einem Volumelement auf das andere und schließlich au 
den Kolben übertragen, gaskinetisch bedeutet: Es entsteht im er 
pandierenden Gas, ohne daß ein Temperaturgefälle vorhanden is, 
durch die Zusammenstöße der Molekeln ein auf den Kolben x 
gerichteter Strom kinetischer Energie. Dieser wächst nach den 
Kolben zu an und entspricht an dessen Oberfläche der an du 
Kolben abgegebenen Arbeitsleistung. 

Ferner ergibt sich, daß in nicht statischen Fällen der Tempe. 
raturbegriff der phänomenologischen Thermodynamik nicht mehr au- 
reicht: Ein mit dem expandierenden Gas mitbewegtes sehr dünne 
Plättchen mit ideal glatter Oberfläche würde an ein und derselbe 
Stelle des Gases eine verschiedene Temperatur annehmen, je nad- 
dem das Plättchen parallel zur Expansionsrichtung oder senkredt 
zu ihr gestellt wird. Allerdings sind diese Temperaturunterschie: 
in allen praktisch denkbaren Fällen zu vernachlässigen. 


I. Die gaskinetischen Grundlagen für die Behandlung des Problen: 


Wir legen die Behandlung der Gaskinetik durch Enskog’ 
zugrunde, scheiden dabei aber scharf die gaskinetischen Begrik 
von denen der phänomenologischen Wärmelehre. 

Der Einfachheit halber beschränken wir die Untersuchung 2\- 
nächst auf ein nicht zu stark verdünntes, einfaches, 1 atomiges Gi 
auf das keine äußeren Kräfte, wie Schwerkraft und dgl., wirke 


1) L Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie I, S. 147, 149, |} 
Leipzig 1896. 

2) D. Enskog, Kinetische Theorie der Vorgänge in mäßig verdünnt 
Gasen, I, Diss. Uppsala 1917. : 
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Die von Enskog verwandte Statistik ist die klassische, wie sie 
ja auch vom heutigen Standpunkt aus für ein Gas von nicht zu 
tiefer Temperatur gültig ist. Sie findet ihren Ausdruck darin, daß 
die Anzahl der in einem genügend kleinen Volumelement und Ge- 
schwindigkeitsbereich enthaltenen Molekeln proportional der zunächst 

rermp- unbekannten Verteilungsfunktion und der Größe der beiden Bereiche 
render gesetzt wird. 

1. Es seien: 

2, y, 2, die Koordinaten in einem rechtwinkligen, geradlinigen, im 

Raum festen Koordinatensystem; 
¢ mit den Komponenten c,, C,y, ¢,, die Geschwindigkeit einer 

zespro- Molekel in diesem System; 

phän- die Zeit; 

dure! n die Zahl der Molekeln je cm‘; 

ch f=f(% % Sy ©, die Verteilungsfunktion der Molekel- 
geschwindigkeiten. 

Dann ist 
(1) dn = fdxdydzdc,,dc,,de,, 


die Anzahl der Molekeln zur Zeit t, deren Raumkoordinaten zwischen 
zundz+ dz usw. und deren zwischen 
¢,, und ¢,,+dc,, usw. liegen. Mit de, 2 dc, = „ wird 


z 


(3 Gl. durch zyklische 


Vertauschung von x, 9, 2) 


iv mit den pene W,, W,, w, nennen wir Gasgeschwindig- 
keit an der Stelle a, y, 2 zur Zeit t. Von anderen Autoren wird w 
als sichtbare Geschwindigkeit, Schwerpunktsgeschwindigkeit und 
ähnlich bezeichnet. 

Setzen wir 
) =w-+ C, 


sw daß c die Geschwindigkeit der Molekeln in einem mit der be- 
trachteten Stelle des Gases mitbewegtem Koordinatensystem ist, sowird 
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2. Ist g eine „mit den Molekeln mitgeführte* skalare Größ. 
also m oder eine Funktion von ¢,,, ¢,,, €,,, und @ der Mittelwert 


rx’ “ry 


von g über alle Geschwindigkeiten 


1 
(7) yp = | 


so lautet die „T'ransportgleichung“ ') 
(8) + div (nge,) — = 0. 


Darin stellt Bi Multiplikation mit dx dy dzdt der erste Sw. 
mand die im Volumelement in der Zeit dt eintretende Änderung vou 
y dar, die durch die Abhängigkeit des c, von der Zeit bedingt is, 
der zweite Summand die von dem Ein- und Ausströmen der Molekelı 
aus dem Volumelement herrührende Änderung. Der dritte Summani 


soll die durch die Zusammenstöße der Molekeln bewirkte Änderu; g 
bedeuten. 
Wenn für g nun a) die Molekelmasse m, b) mc,, oder m¢, b 
oder mc,,, c) mc,? 2 eingesetzt wird, wobei ön gleich Null ist, 
erhält man: 
| a) Massengleichung: = + odivw = 0 (o = mn = Dichte) z 
Dw 
9) ! b) Kräftegleichung: + grad 9 (2) = 
e De 
) Energiegleichung: 5 +3 div (oc? c) + o (a) def w=0. 
Dabei ist: 
(x) ein symmetrischer Tensor mit den Komponenten | Mo 
= C,¢, USW, ler 
ind 
Do 80 “ en 
Dr er + mgrado, und entsprechend ar = USW, 
u : - ein Vektor mit den 3 Komponenten An usw. keit 
Mol 
grad(z) ein Vektor mit den 3 Komponenten 
Zust 
dw, Cw, w, 
= ey Oy + Ge well 


1,4, # 


1) J. Cl. Maxwell, On the dynamical theory of gases, Scientific paper: 
S. 56. Cambridge 1890. 
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3, Zur Berechnung der Verteilungsfunktion f bei gegebenen 
äußeren Bedingungen dient die Boltzmannsche Fundamental- 
gleichung. Beim Fehlen äußerer Kräfte lautet sie für ein ein — 


faches Gas’): ar 


Darin sind: 
f und f, die Werte der Verteilungsfunktion für die beiden zusammen- 
stoßenden Molekeln vor dem Stoß, 


f und f,' die entsprechenden Werte nach dem Stoß, 


y= ¢,—¢,, der Betrag der relativen Geschwindigkeit der Molekeln 
vor dem Stoß, 


b die kleinste Entfernung P, P, in welche die beiden Molckeln ge- 
langt wären, wenn sie sich ohne Wechselwirkung geradlinig und 
gleichförmig fortbewegt hätten, 


s der Winkel zwischen zwei Ebenen durch die Richtung der rela- 
tiven Geschwindigkeit, die einerseits parallel zu P, P, anderer- 
seits parallel zu einer im Raum festen Geraden, z. B. parallel 
zur X-Achse, sind. 


In der Fundamentalgleichung (10) stellen nach Multiplikation 
mit de dy dz d,c, dt die ersten drei Glieder der rechten Seite, 
wie man leicht sieht, die Änderungen dar, die die Anzahl der 
Molekeln im Geschwindigkeitsbereich c, bis c,+ dc, im Volum- 
element in der Zeit dt infolge der Bewegung der Molekeln erfährt, 
und das letzte Glied, wie Boltzmann ausführlich beweist, die ent- 
sprechende Molekelzahländerung, die durch die Zusammenstöße der 
€,,-Molekeln mit den Molekeln aller anderen Geschwindig- 
keiten entsteht. Bei der Ableitung betrachtet Boltzmann die 
Molekeln als Kraftzentren von endlichem Wirkungsdurchmesser s. 
10) liefert für den statischen Fall (tw örtlich und zeitlich konstant), 
wenn man hinzunimmt, daß sich in ihm die Wahrscheinlichkeit des 


dH _ 0) die Max- 


Zustandes zeitlich nicht ändert (H-Theorem; 3 


wellsche Verteilungsfunktion 


1) L. Boltzmann, a.a. O. S. 114. 
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(11) j® = 


(12) f® = 


(12) enthält nur die Molekelgeschwindigkeiten in einem mit den 
Gas mitbewegten Koordinatensystem. Es liegt physikalisch nahe, 


daß (12) auch noch bei örtlich veränderlichem w für jedes (asteilchen B 
in dem mit thm mitbewegten Koordinatensystem im 1. Näherun T 
gelten wird. ki 
Die genauere Berechnung der Verteilungsfunktion für den nicht 4 
statischen Fall bestätigt dies. ‘Für sie setzt Enskog mit Hilbert! de 
zur Lösung von (10) f in der Form an > 2 
= 1 
ur 
worin 4 eine positive Zahl ist, und schränkt die Mannigfaltigkeit der 
Funktionen f, die der Fundamentalgleichung genügen, durch die For- 
derung ein, daß f für beliebige Werte von A der Fundamental. 
gleichung genügen soll. Durch diese Forderung betrefis A gelingt es, 
eine rekurrierende Reihe von Integralgleichungen für f, f um. 16 
aufzustellen. Hinterher wird A = 1 gesetzt, und es wird nachgewiesen, | 
daß dann f® die für den statischen Fall gültige Maxwellsche Ve- 
teilungsfunktion (11) ist. Für f wird ein Ausdruck hergeleitet, wel 
cher der Zähigkeit 7 und der Wärmeleitfähigkeit A entsprechend Dan 
Größen enthält. Daraus läßt sich nachweisen, daß f'? << ist für 
Die Verteilungsfunktion wird also nach Hilbert-Enskog durch ei noc 
Näherungsverfahren berechnet. Daß das Verfahren konvergiert, er- Mol 
scheint vom physikalischen Standpunkt aus plausibel, ist aber, wie 
Enskog hervorhebt, mathematisch noch nicht bewiesen. Rechnungen 
betreffs einer 3. Näherung hat Enskog für zwei sehr spezielle Fille 
durchgeführt?) Dabei erweist sich < f®. 
; Beim Lösen der Integralgleichungen treten fünf von ¢,,¢,.( "9 
unabhängige Größen auf, von denen sich zeigt, daß sie mit de 
Mittelwerten (2)—(4) n, Wy, W, ‚c,? übereinstimmen. Es wird be 
wiesen, daß diese in allen Naherangen gleich groB sind. Werden di 
i 1) D. Hilbert, Begründung der kinetischen Gastheorie in: Grundzig (L8) 


einer allg. Theorie d. linearen Integralgleichungen, Leipzig 1912. Auch aı 
gedruckt in Math. Ann. 72. S. 562. 1912. 


2) D. Enskog a. a. O., S. 117—133. 
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——0 
mit Hilfe von f gebildeten Mittelwerte mit e,, usw. bezeichnet, so 
ist also: 

+ co + 


n= [fd,c,= fd,e,, 
1) u,=c,= usw.; . 


Beim Lösen der Integralgleichungen fiir f',f usw. wird noch die u 
Tatsache herangezogen, daB die vorkommenden Mittelwerte den gas- 
kinetischen Grundgleichungen (9) genügen müssen. [Enskog (32) und : 
41], die unter anderem die Ableitungen von n,w,,w,,w,,c? nach 
der Zeit enthalten. Während nun die Größen selbst, wie eben gesagt 7 : 


wurde, in allen Näherungen denselben Wert haben, zeigt sich, daß 
ihre zeitlichen Ableitungen sich von Näherung zu Näherung ändern. 
Enskog berücksichtigt dies unter Abänderung des von Hilbert 
ursprünglich vorgeschlagenen Weges. 


Der von Enskog so berechnete Wert von fi" ist: 
8c? 
9 7 6c? 
= — e 0:2) > (c = = 
(16) 2, y,2 
+ 32,0) > |(e, 3) Ox + ¢,¢,| oy + 
Darin sind z,(c?) und y,(c?) Funktionen von c?, die von dem Gesetz Bu 


für die zwischen den Molekeln wirkende Kraft und eventuell auch 
noch von n und c? abhängen. s ist der Wirkungsdurchmesser der 


Molekeln. 
Mit (11) und (16) erhält man - + = 
17) — ——0 0 1. Näherung. 
0 „o ;0 
CC! = = = 0 ) 
Is u (öw, dw, ‘ Is 
0, =— (Ser + (3GL) $ 2. Näherung. 
(3 Gl.) 
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Dabei ist: 


19 27m J 


+ co 


9 om » 84 Adc 
(20) = 8 V2 f (z ¢ 30. 
— 00 


Zur Herleitung dienen teils einfache Symmetriebetrachtuugen, teik 
Übergang von den rechtwinkligen Koordinaten zu Kugelkoordinate: 
Von u und » beweist Enskog, daß sie stets positiv sind. 


Mit (18) geht (9c) über in 
(21) (vgrad c?) + @(a)defw =0. 


2 Dt 


II. Vergleich der Ergebnisse mit denen der phänomenologischen Theori: 


Durch Vergleichen der gaskinetischen mit den hydrodynamischeı 
Grundgleichungen übertragen wir die Begriffe Druck, Drucktens 
und Temperatur der phänomenologischen Thermodynamik auf ga 
kinetische Größen. 

Es sei: 
T die absolute Temperatur, 
p der Druck des Gases, 
IT der Drucktensor, 
n die Zähigkeit, 
4 die Wärmeleitfähigkeit, 
R die Gaskonstante/g. 


Dann lauten die hydrodynamischen Grundgleichungen für ein l-at- 
miges Gas, auf das keine äußeren Kräfte wirken, 


a) + edivw =0, 


erfi 
(22) b) grad (17) = 0 
ar ver! 
| 
c) ; — div(Agrad T) + (77) def w = 0. 
Bu 2 Dt dür 


Fall 
pan 
am 9 0 1 li 3 Gl 
dx div tp ( 


Die Komponenten des Tensors (J7) sind 


(23) 


| II, =—7 + Se) (3 G1.. 
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Wir erhalten unter Berücksichtigung von (18) und (21) Überein- 
stimmung ınit den gaskinetischen Grundgleichungen (9), wenn wir 


setzen 


linate y 3 R v. 


Mit (24) und (25) bleibt die Zustandsgleichung der idealen Gase | 
p=oRT erfüllt. 
Aus (26) und (27) ergeben sich mit (19) und (20) Forderungen 

an die Abhängigkeit der Zähigkeit und Wärmeleitfähigkeit von o 

und T, wobei das Gesetz für die zwischen den Molekeln wirkende 

Kraft eingeht, zu dessen Bestimmung heute wohl die Quantentheorie 

misel herangezogen werden müßte. 

cktens Zu behandeln ist noch die Frage, ob die im vorstehenden für 

auf gas das Gasinnere abgeleiteten Ausdrücke für Druck und Drucktensor 
auch noch an den das Gas einschließenden und zum Teil bewegten 
Wänden gültig sind. Soll durch die Reflexion der Molekeln an den 
Wänden die im Gasinnern herrschende Verteilungsfunktion nicht 
geändert werden, so muß, wenn n die Normale zum betrachteten 
Wandstück in Richtung auf dieses zu ist, sein 


Theori: 


28)  c,„fie,)de, (vor Reflexion) = — Reflexion), 


da ebenso viele Molekeln reflektiert werden wie auftreffen. Das ist, 
venn f eine gerade Funktion von c, ist, unter anderem erfüllt für 
=—c,. In diesem Fall ist der Vorgang adiabatisch. Für 
)ZS(- ec) müßte dagegen — c,'de,' von c,dc, verschieden sein 
und immer gerade eine solche Größe haben, daß die obige Bedingung. 
erfüllt wäre’). Die Änderung von c, bei Reflexion an der Wand 
müßte demnach auf die im Gasinnern herrschende Geschwindigkeits- 
verteilung genau abgestimmt sein, eine physikalisch offenbar un- 
mögliche Forderung. Die Aufdeckung der wahren Verhältnisse be- 
dürfte einer besonderen Untersuchung. In dem uns interessierenden — 
Fall eines adiabatisch eingeschlossenen und in der z-Richtung ex- 
pandierenden Gases ist aber, wie weiter unten gezeigt wird, f eine 
serade Funktion von c,. In diesem Fall läßt sich daher mit 


1) Boltzmann macht a. a. O., S. 147 diese Annahme. 
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: 
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c,/=—c, rechnen und der Druck auf den Kolben ohne weitere 
ableiten. 

Weiter fragt sich, was bei Benutzung der 2. Niherung aus dem 
Temperaturbegriff wird. Gaskinetisch ist die Temperatur gemäß (95) 


definiert als T = oF Die Phänomenologie aber erschließt den 


oh 
Temperaturbegriff aus dem Wirmegleichgewicht: zwei gegen die 
Umgebung isolierte Körper haben dieselbe Temperatur, wenn sie 
beliebig lange miteinander in Berührung gelassen, keine Wärme. 
energie aneinander abgeben. Dieser Forderung genügt der durch 
(25) definierte Temperaturbegriff zwar noch in 1. Niherung, wo 


c* =c” =c,? = —c” ist, aber nicht mehr in 2. Näherung. Das ist 


z y 


aus folgendem Gedankenexperiment ersichtlich: Wir denken uns in 
einem sich in der z-Richtung ausdehnenden Gas an irgendeiner 
Stelle ein mit ihm mitbewegtes sehr dünnes Plättchen mit ideal 
glatter Oberfläche einmal in der z-Richtung, das andere Mal senk- 
recht dazu. Bei ideal glatter Oberfläche können offenbar nur die 
zum Plättchen senkrechten Komponenten der Molekelgeschwindigkeit 
mit dem Plättehen in Reaktion treten, also den Austausch der 
Wärmeenergie und das Temperaturgleichgewicht bestimmen. Dieses 
hängt also bei der zur z-Achse senkrechten Lage des Plättchen 


nur von c,® und bei der zur z-Achse parallelen Lage nur von c; 


und e,2 ab (die beiden letzteren sind in dem in der 2-Richtung e- 
pandierenden Gas gleich groß). Nach (18) ist e,? in 2. Näherung vo 
c,? verschieden. Wird also die Temperatur durch das Temperatur 
gleichgewicht mit dem Plättchen bestimmt, so ist dem Gas an ei 
und derselben Stelle in Richtung der z-Achse eine andere Tempe- 
ratur zuzuschreiben als in der dazu senkrechten Richtung. Der früher 
erwähnte, auf den Kolben zu gerichtete Energiestrom, der durch das 
senkrecht zur z-Richtung gehaltene Plättchen hindurchgehen mul, 
ändert bei genügend kleiner Dicke desselben an dem Vorstehenden 
nichts, wie man leicht einsieht. Hat man statt unseres Gases ei 
Gas mit allgemeinerer Verteilungsfunktion, so werden die Verhiiltniss: 
offenbar komplizierter. Auch bedürfte es einer besonderen Unter 
suchung, wie die Dinge im Fall einer nicht ideal glatten Oberfläche wi 
eines Plättchens endlicher Dicke liegen. Soviel aber geht wohl scho 
aus unserer vereinfachten Betrachtung hervor, daß die Gaskinetik i 
2. Näherung grundsätzlich eine Erweiterung des Temperaturbegriffs ie 
| phänomenologischen Thermodynamik notwendig macht. 
Bezüglich der Frage, ob wirklich f'® << f wird, sei folgende 
bemerkt: Setzt man für 7 und A experimentell gefundene Werk 


90 


Mit 


| 
| 
- 
| | q 
312 
| 
| 
= Zu; 
| 
| 
= 
| 
nu 
sic 
: 
| 


W. Meißner u. @. Meißner. Die gaskinetischen Vorgänge usw. 313 PR 


so kann man die Größenordnung von 7, uud 7,, sowie weiter f/f 
für bestimmte zugrunde gelegte Fälle abschätzen. Man findet so für 


(1) 
mittlere Werte von ¢ etwa nn = 10-2, 


Die Maxwellsche Verteilungsfunktion (12) gilt also auch, wenn w 
eine Funktion des Ortes ist, mit großer Annäherung für das mit dem 
betrachteten Gasterlchen mitbewegte Koordinatensystem. 

Die Kleinheit von f/f bewirkt auch, daß der Temperatur- 
ärme- unterschied der oben betrachteten Plättchen unterhalb des Meßbaren 
dure] bleibt. 

Ill. Berechnung von Energiestrom und Kolbendruck Du 
bei konstanter Kolbengeschwindigkeit und Vernachlässigung 
uns in der Störung durch die Zylinderwände 
deiner 
ideal 


4 
‚as 


Wir setzen voraus, daß durch die Zylinderwand und den Kolben 

Wärme weder zu- noch abgeführt wird, und daß die Strömung laminar 
i a is. Um von den Stérungen der Molekelgeschwindigkeiten durch die 
re Zylinderwandung absehen zu können, betrachten wir die Vorgänge 
nye nur in hinreichender Nähe der Zylinderachse. Der Kolben bewege 


Dieses sich mit konstanter Geschwindigkeit w, in der positiven z-Richtung. 


. Zur Zeit t befinde sich die Kolbenoberfläche bei z = z,, zur Zeit t = 0 
ttehens k 


bei z,. Dann ist 
z 

ng ‘wu, = 0, = 0; 
Ing von 
peratur- 
an eiı 
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r früher 
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In einem mit dem Gase mitgeführten Gasteilchen oda /ydz, das 
sich zur Zeit ¢ an der Stelle z befindet, wird in der Zeit dt «ie Energie 


1 Dec? 
- 7043, dxdydt 


2 
frei, da odz für ein betrachtetes Gasteilchen bei der Expansion 
konstant bleibt. Diese Energie ist nach (31c) gleich 

1 doce dw, 

2 Oz Oz 
Im ganzen Raum vom Boden des Zylinders bis zur Stelle z wird 
also in der Zeit dt die Energie frei 


(32a) A, =dadydt + fe dal. 


Andererseits transportieren die Molekeln an der Stelle z durch das 
mitbewegte Flächenelement dzdy in der Zeit dt die Energie 
(32b) A,=! daxdydtc*c, = dxzdydt {3 cc oo; w). 


Da nun an keiner anderen Stelle des Zylinders als am Kolben 
Energie abgegeben wird, muß A, = A, sein. Daraus folgt bei par- 
tieller Integration (auch wenn man berücksichtigt, daß o dz = cons. 
in bezug auf t und daher auch in bezug auf z ist) 
1 
as Bec.’ 
(33) 
Damit wird aus (31b) 

(31b’) 
Zur Integration von (31) führen wir statt z und ¢ als unabhängige 
Variable z, und ¢ ein und berücksichtigen, daß 

Dw. _ dw, (Z,t) Do _ 

Dt md at 
ist, und daß bei der Expansion die gesamte Gasmasse unverinder 
bleibt. Es ergibt sich u. a. | 


6c? 


= Q, also mit (24) und (25) 


Die einzelnen Gasteilchen bewegen sich also bei der Expansion ! 
konstanter Geschwindigkeit. Es entsteht kein Dichte-, Druck- ( 
Temperaturgradient. Mit (18) liefert (31c) den Ausdruck ! 


Adiabasie, in 1. Näherung die bekannte Gleichung oT ? 
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Nach (32b) fließt bei der Expansion durch ein mit dem Gas 
mitbewegtes Flächenstück trotz räumlich konstanter Gastemperatur 
ein auf den Kolben hin gerichteter Energiestrom von der Dichte 


Fri 1 — 1 ow 
an J=* cre = oc? z- 


Die in der + 2-Richtung von den Molekeln mitgeführte Energie ist 
also größer als die in der — z-Richtung mitgeführte. Der Energie- 
strom tritt dann und nur dann auf, wenn Öw,/öz von Null ver- 
schieden ist. Er wird also durch die Veränderlichkeit des w, von 
Ort zu Ort bedingt. Qualitativ gesprochen rührt er daher, daß beim 
Zusammenstoß einer Molekel mit einer solchen von größerem w, im 
Durchschnitt in die — z-Richtung eine kleinere Energie hinein- 
reflektiert wird als in die + z-Richtung. Die Dichte des Stromes 
wächst nach dem Kolben hin an und erreicht an diesem den Wert 


36 J,=oc? w,, das ist in 1. Näherun = oc? w,. 
{ ) k = 8 k? g 3 % k 


Koll Mit Wirmeleitung hat der Vorgang nichts zu tun; in unserem expan- 


ei par- dierenden Gas tritt wegen gradc?=0 Wärmeleitung überhaupt 
nicht auf. 

Der Druck auf den Kolben ergibt sich aus der Änderung der 
Bewegungsgröße der Molekeln bei der Reflexion an der Kolben- 
fläche. Die Molekelgeschwindigkeit darf dabei relativ gegen den 
Kolben gemessen werden, da dieser konstante Geschwindigkeit hat. 
Nach (16) ist die Verteilungsfunktion in unserem Fall eine gerade 
Funktion von ¢,. Bei ständig aufrecht erhaltener Temperaturgleich- 
heit zwischen Gas und Kolben, die für die vorausgesetzte Adiabasie 
erforderlich ist, können wir daher nach dem S. 311/312 Gesagten 
(/ =—c, setzen. Die Abnahme der Bewegungsgröße der pro Quadrat- 
zentimeter und Sekunde auf den Kolben treffenden Molekeln und 
daher der Druck p, auf den Kolben ist also 


- CODSL 


orändert 
= +00 0 
p, =m ff feta c-mf 
gr 2=0 z=—00 
oT 
0% 
sion mi 
ck- oder 
fiir die 


+00 
oder mit (18) 
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> Die bisherigen Darlegungen sollten unter möglichst verein 
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Die zunächst nur für das Gasinnere gedeuteten Größen (24) hätte 
gedeutet als Druck auf den Kolben, mit JZ,,= Il,, = 0 ergebe 


p, = I,,= 0 c2 . also ebenfalls den Wert (37). Ihre Deutung a 
Druck auf den Kolben ist also zulässig, und die Gaskinetik fi 
in Übereinstimmung mit der phänomenologischen Thermodynamik 
mit (23) zu dem Wert 


(37b) 

Betrefis allgemeinerer Fälle vgl. S. 311. 


Die Abweichung zwischen dem wahren Druck p, und de 
statisch berechneten p ist sehr gering; wenn z.B. w, = 2 - 10° cm sec” 
p = 5-10° g cm—!sec~? = 5 at, Kolbenhub = maximaler Wert yw 


z, = 8cem, 7=5-10-4g cm~'sec™! ist, wird die relative Drud- 


änderung - 10-7, 

Die Leistungsminderung infolge hoher Kolbengeschwindigkei 
kann also weder ihrem prozentualen Wert nach, noch im Vergleic 
zu den Verlusten durch die Störungen an der Zylinderwandung wi 
die Unvollkommenheit der Adiabasie praktisch irgendwie ins Gewicht 


fallen. 


IV. Qualitative Aussagen in allgemeineren Fällen 


fachenden Voraussetzungen das Wesentliche an den gaskinetische 
Vorgängen im Expansionszylinder klären. Im Einzelnen werden di 
Vorgänge durch verschiedene Umstände, wie Einfluß der Zylinde- 
wandung, Abweichung von der laminaren Strömung, Benutzung wi 
Gasgemischen, Einfluß äußerer Kräfte, Mehratomigkeit und, ı 
extremen Fällen, starke Kompression des Gases modifiziert. Dr 
Einflüsse der Zylinderwandung und etwaiger Turbulenz sind de 
gaskinetischen Berechnung bisher kaum zugänglich geworden. Dr 
Grundlagen für die Rechnung mit Gasgemischen werden bei Enskos. 
wie bereits bei Maxwell und Boltzmann, und zwar unter Zi 
lassung äußerer Kräfte, zugleich mit denen für einfache Gase # 
geben. Sie sind den letzteren analog und ändern die Ergebnis 
größenordnungsmäßig nicht. Ansätze für die Rechnung mit mel. 
atomigen Gasen finden sich bei Maxwell. Die Mehratomigkeit kam 
qualitativ an den Ergebnissen nichts ändern, da die Kräfte zwische 
den Molekeln nicht quantitativ gebraucht wurden, und die int 
molekulare Energie im wesentlichen eine Temperaturfunktion ist 0 
daher in die Transportgleichung und die gaskinetischen Gruu- 
gleichungen in einfacher Weise eingeht. Für die Rechnung mit sat 
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hätten, komprimierton Gasen hat Enskog!) gewisse Grundlagen geschaffen; 
ergeben doch ist im Expansionszylinder in den praktisch vorkommenden 
ung al Fällen das Gas im Sinne von Enskog als „mäßig verdünnt“ an- 
k führ zusehen. Bei sehr stark verdünnten Gasen gelten unsere Rechnungen 


nicht mehr. 

Über den Einfluß der Veränderlichkeit der Kolbengeschwindigkeit 
beim Hin- und Hergehen des Kolbens ist folgendes zu sagen: Wegen 
der im Gas jetzt auftretenden Massenbeschleunigungen ist die Tem- 

eratur nicht mehr räumlich konstant: es tritt Wärmeleitung und 
damit eine Wirkungsgradverschlechterung ein. Für die jeweilige 


lynamik 


u. Im Kolbengeschwindigkeit bleiben trotzdem größenordnungsmäßig unsere 
Te ' Rechnungen aus Abschn. III gültig. Denn die Änderung der Ge- 
ren schwindigkeitsverteilung erfolgt in einer Zeit, die vergleichbar ist mit 
Drod. der sogenannten Relaxationszeit, die ihrerseits wieder von gleicher 

Größenordnung ist wie die Zeit für eine mittlere freie Weglänge, 
indigkei also jedenfalls außerordentlich klein ist, Die Änderungen der Gas- 
Vergleich geschwindigkeit während einer derartig kleinen Zeit sind in allen 
lung uni praktisch vorkommenden Fällen so gering, daß das Nachhinken der 


Gewicht Verteilungsfunktion gegenüber der in III berechneten wohl immer 
zu vernachlässigen ist. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß es Fälle gibt, in 

denen trotz rascher Expansion die Maxwellsche Verteilung im 


b verein- mitbewegten System exakt bestehen bleibt. Diese Fälle sind ganz 
netischer allgemein von Boltzmann’) und in durchsichtigerer Form von Haag?) 
arden dit und Enskog*) behandelt worden. Das einfachste Beispiel ist eine mit 
inder- konstanter Geschwindigkeit adiabatisch sich ausdehnende Gaskugel 
y 
zung vil von iiberall gleicher Dichte und Temperatur. Bei ihr wiirde also 
und, i! der Druck auf die äußere Begrenzungsfläche genau gleich dem für 
ert. Die endlich langsame Expansion sich ergebenden bleiben. 
sind de 
jen. Dit Zusammenfassung 
Enskos. Die gaskinetischen Vorgiinge in einem Expansionszylinder werden 
inter Li- sbesondere zur Klarstellung mißverstandener Angaben von Clausius 
Gase et unter Benutzung der von Enskog gegebenen gaskinetischen Grund- 
. 1) D. Enskog, Kungliga Svenska Vetenskapacademiens Handlingar 63. 
mit mel Xr 4. 8.1. 1092, 
skeit kant 2) L. Boltzmann, Sitzungsber. d. Wien. Akad. 73, II. S. 538 ff. 1876. 
3 zwische! 3) J. Haag, Compt. rend. de l’acad. d. seiene. 177. S. 26—28. 1923: Ann. 
die intr de phys., X. Ser., Bd. VI. S. 260—264. 1926. 
= ie wl 4) D. Enskog, Kungliga Svenska Vetenskapsacademiens Handlingar 63. 
rg Ow, Ow, dw, 
n Grud \r.4. 8.27. 1922. Für berechnet Enskog versehentlich 
| mit stat den Wert 0, während der Wert beliebig sein darf. 
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lagen bis zur 2. Näherung behandelt für den Fall, daß «© Kolben. 
geschwindigkeit konstant ist und die Expansion adia! tisch uy) 
überall senkrecht zur ebenen Kolbenfläche (in der z-Richtv x) erfolgt 
Es ergibt sich folgendes: Im Gasinnern entsteht, ohr > daß ei 
Temperaturgefiille oder ein Massenstrom vorhanden ist, durch die 
Zusammenstöße der Molekeln in Richtung z ein mit z achsender 
Strom kinetischer Energie, der am Kolben der dort a zegebenen 
Leistung entspricht. Die Berechnung des Druckes auf «on Kolben 
bis zur 2. Näherung ergibt, daß er in allen praktisch in Betracht 
kommenden Fällen bis auf völlig zu vernachlässigende Beträge mit 
dem Druck bei sehr kleiner Kolbengeschwindigkeit übereinstimmt, 
Die Grenzen für die bisherige Thermodynamik werden an Hand der 
höheren gaskinetischen Näherungen beleuchtet. Allgemeinere Fille 
der Expansion werden qualitativ behandelt. 


München, Juli 1939. 


(Eingegangen 9. August 1939) 
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FP. Hund. Die chemische Kraft als Wirkung eines Materiefeldes 


oigt, 

ein . 

h di Die chemische Kraft 

als Wirkung eines Materiefeldes 

he 5 Von F. Hund 

(Mit 2 Abbildungen) 

trac 

re m orm 1. Ziel 

timm Von den chemischen Kräften, die die Atome in einer homöo- 
nd de polaren Molekel oder in einem Valenzgitter oder in einem Metall- 
Fä 


eitter zusammenhalten, sagt man gewöhnlich, sie seien eine Folge 
der zwischen den Bausteinen der Materie wirkenden elektrischen 
Kräfte und der Quantenmechanik. Dabei sind gerade die Merkmale 
der Quantenmechanik wesentlich, die mit der Wellennatur der Ma- 
terie zusammenhängen. Diese Darstellung des Sachverhaltes geht 
davon aus, die Materie durch Begriffe wie Kerne und Elektronen 
also Teilchen) zu beschreiben; die Begrenzung des klassisch-anschau- 
lichen Sinnes dieser Begriffe geschieht dann durch die Quanten- 
mechanik; erst diese Begrenzung schafft den Platz für die chemi- 
schen Kräfte. 

Der andere Weg, den Sachverhalt darzustellen, hat von der 
Auffassung der Materie als eines „Feldes“ (in besonderen Fällen 
einer „Welle“) im klassisch-anschaulichen Sinne auszugehen: zur 
vollständigen Behandlung gehört dann noch die „Quantelung“ dieses 
Feldes. Dabei genügt es, auf einen Teil eines Atoms die Feld- 
vorstellung anzuwenden, den Teil, der in der Teilchenvorstellung 
äußere Elektronen“ heißt; der Rest wirkt als ein Gebiet positiven 
elektrischen Potentials. In dieser Auffassung erscheinen schon in 
ler klassisch-anschaulichen Stufe der Betrachtung als Wirkungen des 
zeitlich veränderlichen Materiefeldes, das aus solchen Potentialmulden 
erausragt, Kräfte zwischen den Trägern dieser Potentialmulden. 
es sind „chemische Kräfte“. Die Quantelung fügt dann noch be- 
ndere weitergehende Eigenschaften dieser Kräfte (Valenzgesetze) zu. 

Die „chemische Kraft“ tritt dabei auf als Kraft zwischen den 
\orpern, an denen das Materiefeld „hängt“ und als Wirkung dieses 
I teriefeldes; geradeso wie zwischen den Körpern, an denen ein 

xtromagnetisches Feld hängt (den Trägern von elektrischen La- 
sen und Strömen) elektrische und magnetische Kräfte auftreten. 

„chemische Kraft“ ist in dieser Betrachtung eine der „elektro- 

netischen Kraft“ oder der „Schwerkraft“ gleichgeordnete Natur- 
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erscheinung. Mit der Elektrizität hat sie insofern etwa» zu tun; 
diese die Ursache dafür ist, daß ein Atomrest ein Materie ld (nänl; 
das der negativ geladenen Materie, die den Elektroner entsprie, 
festhalten kann. Die Abhängigkeit der chemischen Kraft © om Abstay 
der Atome, ihr Auftreten als Anziehung oder Abstoßun - jedoch ı 
eine Eigenschaft des Materiefeldes ohne wesentliche Be ‘iligung ¢ 
Klektrizitiit. 

H. Yukawa’) hat uns gelehrt, die Kernkräfte ais Wirky 
eines statischen Materiefeldes zu verstehen, das an de: Neutroy 
und Protonen hängt. Seinen Überlegungen ist das Folgende we 
gehend nachgebildet. 

2. Skalares Materiefeld ohne Elektromagnetismus 

Die Wellentheorie der‘ Materie geht auf De Broglie u 
‘Schrédinger zurück. Wir wollen sie hier an die Eriahrung a 
schließen (von der ein wesentlicher Teil erst nach De Broglie 
Anfang gemacht wurde): Das Auftreten von Interferenzen an Materi: 

strahlen und der Umstand, daß es Materiestiicke gibt, die sich i 

Wellenbild und im Teilchenbild anschaulich beschreiben las 
_ (Wellenpakete = Körper), und daß diese Materiestücke (im Gegensi: 
zu den Lichtquanten) auch ruhen können, vereint mit der Forderu; 
der Lorentzinvarianz, können wir in der Wellengleichung 


(1) v— = 0 

fassen. x ist eine der Materieart eigentümliche reziproke Länge |: 
der Materie der Elektronenstrahlen ist - = 3,8 - 10711 cm), die dunt 


Messung des Zusammenhangs von Wellenlänge und Gruppe 
geschwindigkeit bestimmt werden kann (bei der Quantelung wi 
dann zwischen dieser klassischen Größe x und den (Juantengrößı 
und m die Beziehung hx = mc hergestellt). Die weitere Tatsacı 
daß eine Materiewelle elektrische Ladung oder elektrischen St 
tragen kann (im Gegensatz zur Lichtwelle), zwingt dazu, zwei m 
Wellengrößen oder, was dasselbe ist, ein daraus zusammengesetz* 
komplexes w einzuführen. Daß w komplex ist, schränkt die klassis: 
7 ee Beschreibung noch nicht ein; alle Beziehungen lie 


sich auch mit zwei reellen Größen schreiben. 

Statt der „Wellengleichung“ (1) kann man „Feldgleichung 
schreiben?), indem man neben den daraus lorentzinvariant #* 
bildeten Vierergradienten (%, f) einführt: 

1) H. Yukawa, Proe. Phys. Math. Soc. Japan 17. S. 48. 1935; H. Yukat 
u. Sh. Sakata, ebenda 19. S. 1084. 1937; H. Yukawa, Sh. Sakata u. N.) 
ketani, ebenda 20. S. 319. 1938; und Arbeiten anderer Autoren. 

2) H. Yukawa, aa. O. 
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die chemische Kraft als Wirkung eines Materiefeldes 


grad w = — 
tun, 1 
(nämlı 
tspric | gr 
+ div; 
Abstaı 
doch 1s Für die konjugiert komplexen Größen y* %5*f* gelten entsprechende 
zung Gleichungen. Sie besagen inhaltlich nichts Neues gegenüber (1); die 
Einführung des Vierervektors (5, f) ist aber gelegentlich für die 
Wirku; Vorstellung nützlich! Die dritte der Gleichungen (2) folgt, wenn 
eutron an die anderen als Definition von (75, f) ansieht, aus einem Wirkungs- 
de wei. prinzip. Die Lagrangefunktion ist mit der u 
lie w sebildet; ihr entspricht als Energiedichte des Feldes die Größe 
rung Al. (fr 
sroglie: if I+ vy. 
Materi- Die Gl. (1) hat kugelsymmetrische und zeitlich periodische 
. / o 
sich Lösungen 
n lassı 
w e-ar 
Fegensil 
“order: räumlich begrenztes Feld) und 
ange | auslaufende Kugelwelle). Beide sind bei r = 0 singulär; das ihnen 
‘i ¥ sprechende Feld kann daher nur vorkommen, wenn bei r = 0 ein 
- Vorgang stattfindet, der durch (1) noch nicht erfaßt ist. 
Gruppe: Zwischen Körpern, an denen solche singulären Stellen des 
lung WH Materiefeldes haften, treten Kräfte auf, ähnlich wie beim elektro- 
engribei’ magnetischen Feld zwischen den Trägern von Ladungen und Strömen. 
Tatsacı Ebenso haben wir Kräfte zwischen Gebieten, in denen (1) nicht gilt, 
hen Ste vielmehr eine Abänderung, die zu 
zwei re 
gesetz! f+div§+*w=x 


klassist 

gen liebe 1) Das Verhältnis von y zu ($,f) ist nicht genau das von „Potential“ 
nd „Feldstärke“. Vielmehr zeigt die in der dritten Gl. (2) ausgedrückte Ver- 
plung (die der Unterlichtgeschwindigkeit der Wellenpakete entspricht), 
fünf (zehn reelle) rere „Feldgrößen‘“ darstellen. Vgl. 
ariant ¢ 0.Kleins (Zschr. f. Phys. 37. 8.895. 1926) Hinweis auf Th. Kaluzas 
mensionale Theorie des Zusammenhangs von Elektromagnetismus und 
HL Yokes tation. In Diraes Gleichung fiir das Elektron, die auch als Gleichung 
pr ER r klassischen Feldtheorie der „Elektronenmaterie“ aufgefaßt werden kann, 
1 2 Komponenten der Feldgröße zu den 2 anderen . dem Verhältnis, 

ier (7, N) zu w oder wie bei Yukawa (3; ®) zu (ll, U 
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zu Materiefeldern 


w(t) = fre) e-a e-tot dr 
da 


und 


führt. Analog zu einem Sprachgebrauch der Vektoran: ysis woll 
wir Gebiete mit 7 +0 ,,Quellgebiete* des Materialfe! es nenne 
Solche ,,Quellgebiete* für ein Materiefeld sind nun di Potenti. 
mulden der Atome, wobei wir also ein Atom dadurch ’dealisier 
daß wir ein Materiefeld betrachten, das an dem Atomrest | = Potenti 
mulde) hängt. 


> 3. Skalares Materiefeld mit Elektromagnetismus 
Die Erfahrung, daß Materie in einem elektromagneiischen Fi 


abgelenkt werden kann, wird in der Feldtheorie der Materie dadur 
ausgedrückt'), daß an Stelle der Ableitungen 


in (1) und (2) die Operationen 
0 


V; — — int; — in) 


treten: in den entsprechenden Gleichungen der Größen w*, ;5*, f* trete 

i 0 

c Ot 
auf. V und & sind dabei das skalare und das Vektorpotenti 
des elektromagnetischen Feldes. y ist eine für alle bekannte g- 
ladene „elementare“ Materie (Elektronenmaterie, Positonenmater:. 
Mesonenmaterie, Protonenmaterie) gleich große Naturkonstau: 
(n = 5.1-10* em”! Volt”!; die Quantentheorie verknüpft diese klas- 


— - Oo - 
anV; + ay +inN, 


sche Größe 7 mit den Quantengrößen } und e, 7 = 2 ‚im Gaußsch« : 

‘ 1 1 We 

laßsystem ist e 137, h Wählen wir 7 positiv 


Verknüpfung mit i deutet an, daß das Vorzeichen willkürlich is. 
so stellt im Falle V = 0, A = 0 die Welle 
wa e-iot+ikz 


einen Vorgang dar, der für »>0, k>0 Masse und positive Ladw: 
in Richtung zunehmender x trägt, für w <0, k< 0 Masse wi 
negative Ladung in Richtung zunehmender x trägt. Eine Welle «ı 
heitlicher Frequenz » und z-Richtung 

w= A e- i(wt— kz) + B eitot kx) 
erfährt beim Eintritt in ein Potential V eine Doppelbrechung: lt 
Bestandteile A e-#t-**) und Bei@t-*=) setzen sich einheitlich ! 


1) W. Gordon, Ztschr. f. Phys. 40. S. 117. 1926. vr 
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Zerlegung des Materiestroms in seinen positiv geladenen und seinen 
negativ geladenen Bestandteil). 
Ohne Magnetfeld gilt also die Wellengleichung 


Wenn es elektrisch neutrale elementare Materie gibt (und es sieht 
so aus, als giibe es sie), so gilt für diese alles mit „= 0. 


4. Materiefeld um ein Atom 
Das den äußeren Elektronen der Teilchensprache entsprechende 
Materiefeld um ein Atom, dessen Rest als Potential V(r) (V (oc) = 0) 
wirkt, läßt sich mit Gl. (8) und festem von w unabhängigen V nur 
lann beschreiben, wenn w hinreichend klein ist („dünne* Materie‘, 
so daß der Eintluß von w auf V vernachlässigt werden kann. Da 
die Gl.(8) der klassisch-anschaulichen Feldtheorie der Materie mathe- 
matisch (nicht dem physikalischen Sinne nach) übereinstimmt mit 
ler Schrödingergleichung der Quantentheorie des Einteilchensystems, 
sind die überall endlichen periodischen Lösungen von (8) qualitativ 
kannt. Es gibt Lösungen für diskrete Werte von w (» < U bei 
gativrer Ladung) im Bereich wm <cx und für alle Werte im 
reich w =cz. Die Lösungen mit w < cx geben Materiefelder, 
in der Nachbarschaft des Atoms bleiben. In größerem Abstand 
V vernachlässigt werden kaun) verlaufen sie wie 
ann - tet; a? = — 
wo Y, eine Kugelfunktion I-ter Ordnung ist?) 


Bei den Ausmaßen der Atome ist bekanntlich m nur wenig 
einer als cx; es genügt die aus (9) folgende nichtrelativistische 

Wellengleichung, die „Reichweite“ 1/& des Feldes ist von der Größen- 
rdnung em; die Näherung «? = (x = (x 2x (x = ) 
t ausreichend. 

Wenn wir nun auf den Verlauf des Materiefeldes in größerem 
\bstand vom Atommittelpunkt achten, so können wir das „aus dem 
\tom herausragende Materiefeld“ in der Form (9) als Feld mit einer 
Singularität beschreiben, ohne weiter auf das Potential V achten zu 

ssen. Wir wollen dann von einer „(uelle“ des Feldes in r = 0 
chen. 


1) Genau ist w ~ H wo Hair) die Han- 


sche Zylinderfunktion ist, die für große x durch e 7 angenähert wird. 
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Trägern der (Juellen auf!). Insbesondere bedeutet das F ld 
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d. Kräfte 


In einem Materiefeld mit (Quellen treten Kräfte zw chen dey 


g e- tate ang, 1 tart g- “er: 
J1 r, J2 


(wo r, und r, Abstände von den Quellpunkten sind) «ine Krait 

zwischen den Körpern, an denen r, = 0 und r, = 0 angeleftet sind. 

Gerade wie das elektrische Feld 

e 

eine Kraft zwischen den Trägern der Ladungen e, und e, bedeutet, 
Die eben genannte Coulombkraft kann man aus der Energie 


des elektrischen Feldes 


8 2 


berechnen. Mit einer bekannten Integralumformung erscheint sie in 

der Form 1 

(mit ¢, div€ = 0) als potentielle Energie der Ladungen aufeinander. 

Allgemein ist jedoch diese Schlußweise nicht erlaubt, da die Fell- 

energie nicht immer die Rolle einer potentiellen Energie spielt, » 

würde bekanntlich z. B. aus der Energie des Magnetfeldes von Strömeı 


1 
fz 
=Uo 


die Kraft zwischen Strömen mit dem falschen Vorzeichen folgen‘. 
Wir müssen also die Kräfte aus der Lagrangefunktion un 
dem Hamilton schen Prinzip ableiten. 
Die Quellen des Materiefeldes. wollen wir dabei zunächst ak 
stetig verteilt ansehen; an Stelle der dritten Gl. (2) steht dann (ohne 
Elektromagnetismus) 


und die Dichte der Lagrangefunktion, mit der aus dem Wirkung 


prinzip diese Gleichung zu folgen hat, ist 


A 
Ly = — wy wy + 


y 


1) Yukawa deutet die Kernkräfte als Kräfte eines statischen (o 
Materiefeldes. 

2) Gleichnamige Ladungen stoßen sich ab. Dabei vermehrt sich ¢ 
kinetische Energie der Ladungsträger und vermindert sich entsprechend ¢ 


Feldenergie. — Gleichgerichtete Ströme ziehen sich an. Dabei vermehrt : Wenn 
die kinetische Energie der Stromleiter und vermehrt sich auch die Feldenerg eine \ 


Die nötige Energiezufuhr erfolgt aus den Stromquellen. 
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Die Lagrangetunktion, mit der die Bewegungsgleichungen der Quellen- 
träger, die Maxwellschen Feldgleichungen und die Feldgleichungen 
der Materie mit Elektromagnetismus und (uellen folgen, lautet 


| + + drt = > = v2 + ft dr. 
— = e 
wobei das erste Glied die kinetische Energie der Körper bedeutet, 
an denen die Quellen 7 haften. Dabei ist das positive Vorzeichen 
von &, durch die bekannte Verknüpfung des elektromagnetischen 
Feldes mit seinen Kräften (gleichnamige Ladungen stoßen sich ab, 
eutet gleichgerichtete Ströme ziehen sich an) gefordert; positives 4 wird 
sefordert, da die Maxwell schen Gleichungen die Form 


1% 5 ind ~ 
+ rot B) =. (Ws — vd", 


div = (w* f w f*) 


(10) 


erhalten müssen und (bei 7 > 0) w= e-ie'f(zyz) ohne V positiv 
geladene Materie bedeuten muß. Die Lagrange schen Bewegungs- 


gleichungen nach (10) 3 
mi, = Lat 
zeigen, daß 
W=- [Lar 
lie potentielle Energie der Kräfte ist. Lassen wir jetzt den Elektro- 
magnetismus weg, so liefert die übliche Integralumformung 


| (. + —xu* w)dr _ y+ wy”dr 


2x, 
At? * * 
f+ + xy) w*dr fv 
i 
fer + wy*)dr (uty + 


i 


2x 


bei zwei Punktquellen mit dem Feld 
ind g, haben den Faktor e-i®.:* und den Abstand r) zur gegen- 
tigen potentiellen Energie 
A I" 92 + 91 92" ] 
Ina? 2 2r 
tihrt, „Gleichnamige* Quellen ziehen sich an}), Wegen der komplexen 
Natur der (Juellen sind die Möglichkeiten reichhaltiger als bei der 


ar 


sich di 
‚hend di ‘ 1) Das gleiche gilt für die statischen Felder in Yuk awas skalarer Theorie. 
nehrt sic! 1es solche Quellen skalarer statischer Felder gäbe, so würde die Anziehung 
Idenergt Vermehrung der kinetischen Energie und der Energie des Feldes geben 

bei den magnetischen Kräften zwischen Strömen). 
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elektrischen Kraft. Schwingen beide Quellen mit gleiche: “requenz 
so ist die gegenseitige potentielle Energie 


j 1 
(12) 4n x? 2 


Bei Punktquellen, die Felder (9) mit 1> 0 liefern, ti ‚en etwas 
verwickeltere Formeln auf. 
6. Austauschkräfte 
Während das Materiefeld einer einzigen Quelle 
keine elektrische Ladung fortschafit, überträgt das Feld zweier Quelle 
(13) w= erun >0 «,?>0 
im allgemeinen Ladung von der einen zur anderen Quelle. Gan 
allgemein zieht aus einer Quelle ein fremdes Materiefeld Laduy 
heraus. Bei (13) tließt aus der Quelle 1 der elektrische Strom 
ink 9°92 192" 1 e- ar 
2 r 
(Integral der Stromdichte über eine dicht um 1 gelegte Kugel). Di 
erscheint als der anschauliche Sinn des Begriffes Austauschkraft 
Dieses neue Merkmal der Kräfte des Materiefeldes ist eine Fol« 
davon, daß das Feld selbst elektrische Ladung tragen kann. 


7. Chemische Kraft zwischen zwei Atomen 

Wenn ein Atom in den Bereich des von einem anderen Ato 
ausgehenden Materiefeldes tritt, wird im allgemeinen eine Ric- 
wirkung des Feldes auf die „Quellen“ stattfinden, durch die wir di 
Atome idealisieren. Diese Einwirkung bedeutet aber relativ nur eit 
geringfügige Änderung, solange der Abstand der Atome noch gw! 
ist (und nur für diesen Fall machen wir überhaupt quantitativ 
Angaben). Unter diesen Umständen kann die Kraft zwischen de 
Atomen ausgedrückt werden durch die Eigenschaften der Quelle: 
wie in den vorangehenden Abschnitten. 

Die Art und Weise, wie das Materiefeld sich dabei einspiek 
kann, kennen wir aus der Anwendung der gewöhnlichen Schrödinge- 
gleichung (des Einelektronensystems) auf den Fall zweier die Aton 
darstellender „Potentialmulden“. Denken wir zunächst an den Fal. 
wo bei unendlich großem Abstand der beiden Atome das Mater 
feld an beiden kugelsymmetrisch ist (s-Zustand), so gibt es | 
endlichem Abstand eine Lösung, bei der die Materie in beiden (nit 
notwendig gleichen) Atomen mit gleicher Frequenz in gleicher Ph 
schwingt. In diesem Fall, also auch für die tiefste aller Higenfrequen: 
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ist die oben angegebene chemische Kraft (12) eine Anziehung. Bei der 
Lösung, bei der die Materie in beiden Mulden mit gleicher Frequenz 
und entgegengesetzter Phase schwingt, ist die chemische Kraft eine 
Abstoßung. Ler bezeichnende Unterschied im Vorzeichen der Kraft 
des Materiefeldes gegenüber dem elektrischen Feld findet seinen 
Ausdruck darin, daß gleichschwingende Atome sich anziehen. 

Andere Lösungen mit nicht einheitlicher Frequenz bedeuten 
„Schwebungen“ des Materiefeldes zwischen den beiden Atomen hin 
und her. 

Die geometrische Beschreibung des Materiefeldes als eines Kraft- 
feldes durch den Feldvektor % kann nicht die anschauliche Rolle 


Juell spielen wie etwa die Beschreibung eines elektromagnetischen Feldes 
durch € und ®. Einmal braucht man zwei reelle Vektorfelder zur 
Angabe von %. Damit allerdings könnte man die „Kraft auf einen 
u Probekörper“ darstellen, denn der Ansatz * (w*y + ı"y*) in der Dichte 
a der Lagrangefunktion bedeutet gerade, daß diese Kraft durch }* 9 + ¥q* 
segeben ist. Jedoch lassen sich die gesamten Kraftverhältnisse 
ieder nicht so einfach (etwa an einer Zeichnung des 75-Feldes) über- 
N, Di sehen, da der „Spannungstensor“ nicht nur von %. sondern auch 
schkraf n f und w abhängt (während der Maxwell sche Spannungstensor = 
. Folse rch © und $ bestimmt ist. Während z. B. der Maxwell sche 
’ Spannungstensor für die elektrischen Kraftlinien einen Längszug und 
nen gleichgroBen Querdruck bedeutet, hat der Spannungstensor 
des Materiefeldes keine allgemein so einfach ausdrückbare Eigen- 
en Atom schaft. Er enthält im allgemeinen einen Längsdruck und einen 
je Rück- (uerzug der ?%-Linien. 
> wir die Es seien hier wenigstens die %-Bilder (unter Weglassung des 
nur eilt Faktors e-i®') für ein durch eine s-Quelle und ein durch eine 
och grot p-Quelle idealisiertes Atom angegeben (Abb. 1) und die %-Bilder für 
antitatir: zwei s-Quellen (Abb. 2). 
chen det 
- Quelles 
einspiele! 
nrödinget 
die Aton! 
den Fa. Abb. 1. Feldlinien Abb. 2. Feldlinien bei zwei s-Quellen 
; Mater: an einer s-Materiefeldquelle (oben fiir gleiche Phase, unten fiir 
bt es | und an einer p-Materiefeldquelle entgegengesetzte Phase der Quellen) 
den . Leipzig, Theoretisch- Physikalisches Institut der Universität. 
sher Plus 
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Uber die molekulare Bindungsenergie zwis: hen 
atomarem Wasserstoff und Aluminiumato.ien 
im Aluminium 


Von H.Schüler, H. Golinow und E. Feci:ner 


Ai aus dem Max-Planck-Institut, Berlin-Dahlem 7 


(Mit 3 Abbildungen) 


Im Spektrum des Aluminiumhydrides wird bekanntlich ein 
interessanter Effekt beobachtet. In den Banden des 4/7 — IY-Über- 
ganges nimmt nämlich in allen Lichtquellen bei Druckerhöhung die 

: Zahl der Rotationslinien zu. Bei den bisherigen Deutungsversuchen 
wurde unter Voraussetzung der Molekülbildung im Gasraum als Ur- 
| sache der Erscheinung Prädissoziation der Moleküle im 1//-Term an- 


genommen. Diese Auffassung ließ jedoch keine widerspruchsfrei 

Erklärung aller vorliegenden Befunde zu. In einer kürzlich e- 
: schienenen Arbeit haben nun die Verff.!) auf Grund ihrer Bander- 
untersuchungen mit Hohlkathodenentladungen?) eine andere Deutung 
für diesen Effekt beim AIH gegeben. Danach entstehen in allen bisher 
verwendeten Lichtquellen (Hohlkathodenentladung, Bogen, King- 
scher Ofen) bei geringstem Druck die AIH-Moleküle nicht im Gasraum, 
: sondern sind bereits im Aluminiummetall vorhanden?) ; von dort ge 

langen sie durch Zerstäubung-Verdampfung in den Entladungsraun. 
Hier werden sie nun bei geringsten Drucken — in derjenigen 


Rotations- und Oszillationsverteilung beobachtet, die dem Ze- 
stäubungs-Verdampfungsprozeß zukommen, weil bei diesen geringste 
Drucken die Ursprungsverteilung noch nicht durch Zusammenstöl 
im Gasraum geändert ist. Es werden also unter diesen Umstände 


nur soviel Rotationsniveaus besetzt sein, wie es die Verhältnisse in de 
Aluminiumoberfläche zulassen. Dies zeigt sich darin, daß nach einen 
durchaus regelmäßigem Verlauf die Rotationslinien plötzlich al 
brechen. Diese „Abbruchsstelle‘ bei geringstem Druck ist ı 
unserer Auffassung nun charakteristisch für die Bindung des Wass 


1) H. Schüler, H. Gollnow u. H. Haber, Ztschr. f. Phys. 111. 8 
1939. (Hier auch ausführliches Literaturverzeichnis.) 
2) Vgl. H. Schüler u. H. Haber, Ztschr. f. Phys. 112. S. 614. 199. 
) \ 


"gl. auch H. Schüler, H. Gollnow u. H. Haber, Naturwiss. 27.5.4 


1939. 


. 
+. 
= 
328 
; 
= 
| 
3 
. 
u 
SU] 
EN 
hes, 


Schüler, Gollnow u. Fechner. Molekulare Bindungsenergie usw. 329 


stoffatoms au das Aluminiumatom. wenn sich das AIH-Molekül im 
Alumimmummmetall befindet. Das Auftreten weiterer Rotationslinien 
hinter der ursprünglichen „Abbruchstelle“* bei Druckvermehrung be- 


Werte aus R-Zweii 
+ Werte ausPZwelg 


x Mittelwerte 
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Abb. 1 
AIH | A 4241 (0 — 0) langer Linienzug 
4 4354 (1 — 1) kurzer Linienzug 
Hohlkathode mit Argon: Stromstärke: 200 mA, Temperatur: abs, 
Abstände zwischen zusammengehörenden (0—0)- und (1—1)-Banden willkürlich 


deutet dann nichts anderes, als daß sich mit zunehmenden Stoßzahlen 
diejenigen Rotationszustände allmählich auffüllen. welche bei Ab- 
lisung des AIH-Moleküls aus dem Metall noch nicht besetzt waren. 
Diese Auffüllung hängt ab von der Stoßzahl und der Temperatur im 
Gasraum, Wegen der von uns gegebenen Deutung der „Abbruchstelle‘ 
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scheint es uns wichtig, ihre Lage genau zu kennen. Wir haber u diesem 
Zweck die Intensitäten der Rotationslinien in der üblichen | \rstellung 


Intensität 


aufgetragen (Ordinate: log \bszisse: 


Übergangswahrscheinlichkeit 
J’ (J' +1), wo J’ die Rotationsquantenzahl des Anfang zustande 
bedeutet). Als „Abbruchstelle‘‘ definieren wir dann die Stel: zwischen 
denjenigen Rotationslinien, von denen die niedere noc auf der 
Temperaturgeraden der Boltzmannverteilung, die höhere a cr bereits 
deutlich unter dieser Geraden liegt. 


& 


| 

4 4 4 

(gestört) 

14354 (1-1) He Sfromstärke: 200m A 
Abb. 2 


Wir haben nun mit unserer gekühlten Hohlkathode!) die (0 — 0)-. 
(0 — 1)-, (1 — 1)- und (1 — 0)-Bande des 1/7 — 1X-Überganges auf 
die Abbruchstelle hin untersucht. In Abb. 1 sind die Resultate von 
Aufnahmen bei verschiedenen Edelgasdrucken zusammengestellt. Da 
sich die (0 — 1)- wie die (0 — 0)-Bande und die (1 — 0)- wie die 
(1 — 1)-Bande verhalten, sind nur die (0 —0)- und (1 — 1)-Bande in 
der Abbildung dargestellt. Wir sehen aus den Kurven, daß für de 
(0 — 0)-Bande die „Abbruchstelle‘ zwischen der 16. und 17. Rotation 
linie und für die (1 — 1)-Bande zwischen der 5. und 6. Rotationsline 
liegt (vgl. auch Abb. 2). In Abb. 2 ist die Photometerkurve der 
(1 — 1)-Bande (/ 4354) bei einem Druck von 0,1 mm Helium wieder 
gegeben. Sie läßt deutlich die Abbruchstelle zwischen Rotation 


1) H. Schüler u. H. Gollnow, Ztschr. f. Phys. 98. S. 611. 1935; H. 5: hü 
ler u. Th. Schmidt, Ztschr. f. Phys. 96. S. 485. 1935. 
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quant 5 und 6 erkennen. Die verschiedentlich in der Literatur an- 
vegebene Abbruchstelle zwischen dem 7. und 8. Rotationsquant ist 


abgelesen aus einem Spektrogramm von Bengtsson-Knave und 
Rrdberg!), das bei einem Wasserstoffdruck von 45 mm Hg auf- 
genommen ist. Dieses Spektrogramm stellt also im Hinblick auf den 


Druck schon ein „Auffüllstadium‘ 


. 


dar. 


Wir sehen weiter aus Abb. 1, daß mit zunehmendem Druck, also 
mit zunehmender Stoßzahl die 17. bzw. 6. Linie sich immer mehr dem 
Kurvenzug anpassen, d.h. also nach dem früher Gesagten, daß sich 
die Rotationsniveaus nach der Abbruchstelle allmählich durch Stöße 
auffüllen. Die Ursprungsverteilung liegt offensichtlich noch bei dem 


Druck von 0,035 mm vor, 


+ 
a bei unseren Versuchs- 
bedingungen die AIH- | 
üle be se 
be i diesem 2505 95209 19 
ck nur einige wenige 
/Zusammenstöße während 
man... [ae 0 
im Entladungsraum er- 
en, Wir haben frül „Abbruchstelle= =|x 
len. ir habe n rüher m; DN 9 
igt*), daß die Tem- 
tur der (0— 0)-Bande 


kleinstem Druck 
00° abs.) als „„Zerstäu- 
ings- Verdampfungs- 
peratur” anzusehen 
Die gleiche Tempe- 

r erhält man auch 
ıs dem Intensitätsver- 
tnis der (0 — 0)- zur 
1)-Bande, extra- 
ert auf den rotations- 


Abb. 3. 
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“659 


AIH in He, Ar bei kleinstem Druck 
(Hohlkathode) 


sen Zustand. Die Intensitätsverteilung der Rotationslinien geht 
ählich bei Druckerhöhung, wie ebenfalls früher gezeigt wurde, 


lie der „Gastemperatur‘ entsprechende Intensitätsverteilung 


abs.) über. Diese Verteilung, die etwa bei 4mm Druck erreicht 


td, Ist in der vorliegenden Abbildung nieht eingezeichnet. Bezüg- 
des Temperaturunterschiedes zwischen (0 — 0)- und (1 — 1)- 
de sei ebenfalls auf die früheren Arbeiten hingewiesen. 


I) E. Bengtsson u. R. Rydberg, Ztschr. f. Phys. 59. S. 540. 1930. 


2) H. Schüler, H. Gollnow u. 
;H. Schüler u. H. Haber, a.a. O. 


H. Haber, Ztschr. f. Phys. I11. S. 484. 
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Die Lage der Abbruchstelle sollte nach unserer Auf: ssung n 
Eee isch sein für den Zustand der AIH-Moleküle im .luminiu 

Wir müssen sie deshalb auf den Grundzustand 'Y des A H-Molek 
beziehen. Wenn wir nun, wie in Abb. 3 dargestellt ist, di Rotation: 
terme im Oszillationszustand © =O und v=1 mab. absgere 
nebeneinander zeichnen, dann sehen wir, daß beide l'ermfols 
tatsächlich bei der gleichen Energie abbrechen. Wir eri..lten, we 

wir etwa die Mitte zwischen J = 5 und J = 6 für v = 1 al: ,,Abbru 
stelle’ bezeichnen, einen Wert 


E 1844 36 em-1 = 0,228 0,004 eV. 


Dieser Energiewert stellt also nach unserer Deutung die mazim 
Bindungsenergie zwischen dem Wasserstoff- und dem Aluminiumatı 
des AIH im Aluminium dar. Während also die Bindungsenergie ( 
q AIH-Moleküls im Gasraum 3,1 eV (Dissoziationsenergie) beträgt, sin 
sie infolge der Nachbaratome beim Einbau des Moleküls in das Al 
 minium auf 0,228 eV. Wenn dieser Wert überschritten wird, dann 
dem Wasserstoffatom die Möglichkeit gegeben, das Aluminumatom: 
wechseln und sich an ein benachbartes Aluminiumatom anzulager 
Bis zum Energiewert von 0,228 eV sind offensichtlich die mi: 
Br Oszillations- und Rotationsquantenzustände des AIH-Moleki 
im Metall schon besetzt, obwohl die Termenergien durch die Nachbe 
_ felder sicher stark gestört sind. Für diese Annahme sprechen au 
unsere Befunde am CuH (a.a.0.). Bei dem Zerstäubung- 
 dampfungsprozeß nehmen dann lediglich die AIH-Moleküle die 4 
 Zerstäubungs-Verdampfungstemperatur entsprechende Verteilung i 
und besitzen nun im feldfreien Gasraum scharf definierte Zustände, ( 
wir über die Elektronenanregung beobachten. 
Daß die Abbruchstelle im 12-Zustand und nicht, wie bisher s* 
_ angenommen, im 1//-Zustand zu suchen ist, zeigt die rechte se 
der Abb. 3. Bei einem Abbruch im 4/7-Term sollten, da fiir vo =!" 
Rotationsterm J = 16 noch regulär besetzt ist, für v = 1 noch 
totationsterme bis mindestens J = 9 vorhanden sein, während wi 
Abbruchstelle zwischen J = 5 und J = 6 beobachten. Es gibt at 
noch andere Befunde, welche die Deutung der Abbruchstelle als = 
1//-Zustand herrührend unverständlich machen. So haben Far“ 
und Levy gezeigt!), daß für v = 0 erst das 20. Rotationsniveat “ 


deutliche Verbreiterung infolge Prädissoziation des 1//-Terms aufw“ 
Außerdem zeigt die AIH-Bande 4 4752 |(0 — 0)-Bande des 12° 
Überganges], die den fraglichen 4//-Term als Endterm ha 


1) L. Farkas u. S. Levy, Ztschr. f. Physik 84. S. 195. 1933. 
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unseren Versuchen scharfe Linien und auch normalen Intensitätsverlauf 


ng n bis zum 19. Rotationsquant!). Diese Beobachtungen deuten darauf hin, 
niniui daß im ‘//-Term für vr =0 vom 20. Rotationsterm an eine Prä- 
'olekil, dissoziation existieren muß. Die Deutungsversuche, die bei ge- 
tation ringstem Druck beobachtete Abbruchstelle (J = 16 für + = 0) mit 
sgerec! dieser Prädissoziation in Zusammenhang zu bringen, führen offen- 
mfolg: sehtlieh zu großen Schwierigkeiten und sind nach unseren Unter- 
n, Wel suchungen nicht zutreffend. 
‚bbrud Auch der Versuch von Wurm?), der bei thermischer Anregung 
ei geringstem Druck (0,01—0,1 mm) das Abbrechen der (0 — 0)- 
Bande nach dem 16. Rotationsquant beobachtet, spricht dafür, daß 
nicht der 1//-Term für dieses Abbrechen verantwortlich zu machen ist. 
— Die Tatsache, daß hier zwei Phänomene sich so nahe beieinander 
perma auswirken, erschwerte die Deutung so außerordentlich. 
ergie du 


ee Die hier erhaltene Bindungsenergie von 0,228 eV scheint, soweit 
wir sie bisher mit Beobachtungen an anderen Hydriden vergleichen 


ve konnten, relativ klein zu sein. ‚Vielleicht ist dies die Ursache des eigen- 
endl tigen Verhaltens von Aluminium gegenüber Wasserstoff. 

yzulager 

die nie Zusammenfassung 

[-Molekiis Aus spektroskopischen Befunden des Aluminiumhydrides in der 
Nachbar ‚hlkathode wird folgendes festgestellt: 
chen aut! 1. Im metallischen Aluminium befinden sich AIH-Moleküle. 
yungs-\r 2. Das ungewöhnlich intensive Leuchten der AIH-Banden in den 
le die da 'schiedensten Lichtquellen ist nicht so sehr auf starke Bildung von 
teilung i! \IH im Gasraum zurückzuführen, als vielmehr auf die aus den Elek- 
stände, i den herausverdampfenden AIH-Moleküle. 


3. Die molekulare Bindungsenergie zwischen atomarem Wasser- — 
> | off und Aluminiumatomen im Aluminium beträgt 0,228 — 0,004 eV. 
echte 


1 noch ! 
rend wit 
s gibt al 
elle als 
en Fari 
sniveall tl 
ms aufwe 


ye 
12° 


r die Abbruchstelle hinaus (bei der Bande !Y* — 1/7) beobachten, scheint 
rst verwunderlich. Der Befund wird aber verständlich, wenn wir an die 
'egungsprozesse bei Glimmentladungen denken. Ebenso wie wir bei Atomen 
egungs- und Einfangeleuchten (Einfangting von Elektronen) unterscheiden, 
den wir auch bei den Molekülen annehmen müssen, daß man bei den Banden 
t tiefster Elektronenanregung Anregungsleuchten vor sich hat. während wir 
die Banden, die als Anfangszustände höhere Elektronenterme haben, Einfange- 
hten erwarten sollten; d.h. ionisierte Aluminiumhydridmoleküle (AIH*- 
iden existieren) erhalten als positive Ionen durch das elektrische Feld der 
tladung eine zusätzliche Translationsenergie, die die Verteilung der Rotations- 
tände in der angegebenen Richtung stört. zwi 

2) K. Wurm, Ztschr. f. Phys. 76. S. 309. 1932. 
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I) Daß wir auch bei den geringen Drucken in der Hohlkathode bereits ein 
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Sie wurde bestimmt aus den „Abbruchstellen‘ der Aluminiumbydrid. 
banden des 1// \Y-Uberganges bei niedrigstem Entladungsdruc. 

4. Es wird auf den Unterschied zwischen Anregungs- und Eir- 
fangeleuchten bei der Beurteilung von Stoßprozessen lingewiesen, 


Der Deutschen Forschungsgemeinschaft sind wir für die Beret. 
stellung von Mitteln zu Dank verpflichtet. 

Diese Untersuchung wurde mit dankenswerter Unterstützung de 
1. G. Farbenindustrie, Ludwigshafen-Oppau, durchgeführt. 


=, 


Berlin-Dahlem. 


(Eingegangen 18. Juli 1939) 
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Über die Dimensionen der elektromagnetischen Größen 5 


Von A, Sommerfeld 


Vor vier » alee n bin ich dafür eingetreten, in der Elektrodynamik 
vier Einheiten zu benutzen, nämlich neben den drei mechanischen — 
(GS-Einheiten eine davon unabhängige elektrische Einheit, als welche 
ich die „Ladung“ vorschlug. Dieser Vorschlag stimmt im wesentlichen 
berein mit dem seit vielen Jahren von Mie und Pohl vertretenen 
nd in der Elektrotechnik üblichen Standpunkt. Ob man nämlich 
s vierte Einheit die Ladung wählt oder eine der praktischen Ein- 
ten, Amp., Volt, Ohm, ist im Grunde unwesentlich. Herr Giorgi, — 
lessen System inzwischen von der internationalen elektrischen 
Kommission angenommen ist, empfiehlt aus meßtechnischen Gründen 
s Ohm. Ich lasse diese praktischen Gesichtspunkte im folgenden 
Jer acht, ebenso die Frage der 4 z’s und interessiere mich wie früher!) 
sonders für die Dimensionen der elektromagnetischen Größen. Sie 
igen natürlich von der Wahl und vor allem von der Zahl der Ein- 
og ab. Es soll unsere Aufgabe sein, solche Einheiten anzugeben, $ 
} in ihnen die Dimensionen möglichst einfach und sinnvoll werden. 


1. Das System der vier Einheiten MKSQ_ 


Als mechanische Einheiten wähle ich die von Giorgi vor- 
schlagenen: Meter, Kilogramm-Masse und Sekunde. Sie haben be- 
intlich gegenüber den CGS-Einheiten u. a. den Vorteil, daß in ihnen 2 
ıle und Watt direkt, d.h. ohne re gleich den Einheiten > 
1 Energie und Leistung werden. Für die Einheit der Kraft, die jetzt 
ich 10° dyn ist, werde ich Dyn schreiben. Die Einheit der Energie, 
o. das Joule, heiße entsprechend Erg. () sei die Einheit der Ladung. 
se kann als Elementarladung des Elektrons gewählt werden, oder 
) Mol gerechnet als Fa radaysche Ladung, oder als Coulomb usw. 

Als Dimension der elektrischen Feldgrößen ergibt sich dann un- 
ttelbar und zweifelsfrei 

Dyn 


1) Phys. Ztschr. 36. S. 814. 1935; Ztschr. f. techn. Phys. 16. S. 420. 1935. 
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und für ihr Verhältnis, die Dielektrizitätskonstante (sowohl im pon- 
 derabeln Körper wie im Vakuum): 


gs 
a M axw ellschen ¢ Gleichungen, die man hier in der einfachsten 
und befriedigendsten Form 
B=-—rotE, D +J=rotH 
anzusetzen hat, liefern als Dimension von B und H 
Dyn 8 
== 


B mißt die magnetische Feldjntensität und ist eine Kraftgröße, H ix 
zutreffenderweise nicht als Feldstärke, sondern als magnetisch 
E rregung zu bezeichnen. Definiert man, wie leider üblich, die Perma- 
: bilität als das Verhältnis von B zu H (wir geben im folgenden 1/u an, 


weil dieses von unserem Standpunkt aus das Analogon der Dielektri- 
tätskonstante ¢ ist), so erhält man aus Gl. (4) die Dimension 
Q? M 
(5) — 
u Erg S? 
Aus Gl. (2) und (5) ergibt sich 
6 Ven = reziproke Geschwindigkeit, 
(6) et = = rezıproke Geschwindig eit, 
| | 


"ee ist im Vakuum 
(6a) V = 


Aus den mechanischen Größen der Energie und des Energiestrons 
fällt die elektrische Einheit W automatisch heraus. Z. B. findet ma 


als Dimension des Poyntingschen Energiestromes aus Gl. ( i : 


Die magnetische Polstärke heiße P. Sie ist zu definieren als Flu 
der H-Linien, nämlich durch 


(8) GH, de 


i Daraus folgt mit Rücksicht auf Gl. (4) 


wie es sein mub: 


(9 P = 


entsprechend der Ampereschen Hypothese (bewegte Ladun:.- 
Aber nach der Entdeckung des Neutrons, welches ein magnetis! 
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Moment ohne Ladung besitzt, scheint uns diese Hypothese nicht mehr 
„verbindlich wie früher. 

Zu Gl. (8) bemerken wir noch, daß der entsprechend definierte 
Fluß der B-Linien nieht zur Definition der Polstärke dienen kann, 
weil dieser wegen div B = 0 für jede geschlossene Fläche verschwindet. 

Aus Gl. (0) und (4) folgt 


10) PB Dyn 

in sinngemäßer Analogie zu 

10a) QE = Dyn. 

Maxwell hat, wie schon früher bemerkt, in Art. 625 seines Lehrbuches 
Be, H ist ie Polstärke I’ im Gegensatz zu Gl. (10) definiert durch die Beziehung 
gmetiscl 10b) PH=Dyn, 


Permea- 
n 1/u au, 
jelektriz- 


offenbar verleitet durch die übliche Bezeichnung von H als magneti- 
scher Feldstärke: er kommt dabei zu recht sinnwidrigen Dimensionen 


der magnetischen Größen. . 


2. Das System der fünf Einheiten WASP 


Hund!) betont mit Recht, daß das bisher besprochene System — 
der vier Einheiten nicht hinreichend allgemein ist. um das in der 
tomphysik übliche und bewährte Gausssche Maßsvstem zu umfassen. 
erweitern demgemäß unsere bisherigen Einheiten durch Hinzu- 
ing der Polstärke P als fünfter, von den übrigen unabhängiger 
heit. Damit lassen wir zugleich die Amperesche Hypothese als 
lend fallen. 
giestroms Die Dimensionen von B und H werden jetzt nach Gl. (10) und (8) 


findet mal Dyn 
Sie entsprechen vollständig den Dimensionen von E und J) in Gl. (1). 
Gl. (11) folgt, wenn wir an der üblichen Einführung der Permea- 
ät festhalten 
‚en als Flu: pa 


Erg M 


H 


Dies ergibt zusammen mit Gl. (2) an Stelle von Gl. (6) x 

Ar 
/ 
Ven 


Aber wir können, nachdem wir über die Dimensionen von Bund H 
bereits verfügt haben, nicht mehr die einfache Form | Gl. (3)| der 


‚ Ladung 


nagnetis 


I) F. Hund, Eine Übersicht über die elektromagnetischen Einheiten. 


Phys. Ztschr. 39. S. 376. 1938 2 
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Maxwellschen Gleichungen aufrecht halten. Vielmehr müssen wir sie 
mit einer dimensionellen Konstante behaften. Diese hängt nur vom 


Maßsystem ab, ist also universell. Hund nennt sie y, wir werden sie i 
(vgl. Abschnitt 3) J’ nennen. Wir schreiben nämlich statt Gl, (8) I 
Aus der einen oder anderen dieser Gleichungen folgt jetzt mit den h 
Dimensionen in Gl. (1) und (11): 
M 
(15) + = il 
E 
Indem wir den Vorgang der Lichtfortpflanzung im Vakuum durch kl 
Gl. (14) beschreiben, finden wir den spezielleren Wert di 
& 
(15a) 
Als Energiesatz erhält man jetzt aus Gl. (14) nach bekanntem Ver de 
fahren: = 
° : Wi 
(16) (DE) + (BH) + (EJ) + V div[FH|]=0. A 
Das letzte Glied entspricht dem Energiestrom. Seine Dimension isi 
also, im Gegensatz zu Gl. (7) gegeben durch y 
(17) VEH. 
Wir zeigen an diesem Beispiel, daß auch jetzt aus den energetische ‘ 
Größen die zusätzlichen Einheiten, nämlich hier Q und P, herausfallen. re 
Durch Einsetzen von Gl. (15), (1) und (11) erhalten wir nämlich aus . 
Gl. (17) dieselbe Dimension wie in Gl. (7), nämlich 7 n 
m 
Erg vale 
(17) J EH = 
Wir können jetzt durch Spezialisierung leicht zum Gaussschet 
System übergehen. In diesem sind e und yw reine Zahlen mi nse 
&=4y—=1. Daraus folgt nach Gl. (13) dimensionell () = P und nacl syst 
Gl. (15a) V =c. Die Maxwellschen Gl. (14) nehmen daraufhin dit Jub 


dem theoretischen Physiker besonders geläufige Gestalt an. Zugleich 
werden aber die Dimensionen von E, D, B, H sämtlich einander gleicı 
was, von einem höheren Standpunkt aus gesehen, kaum sinnvoll sei 
dürfte. 

Auf unser System von vier Einheiten und auf die Form (3) de 
Maxwellschen Gleichungen fallen wir zurück, wenn wir r= 
machen. Dann ergibt sich aus Gl. (15) für P dieselbe Dimension w* 
in Gl. (9), entsprechend der Ampereschen Hypothese. 
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3. Historisches und Kritisches 


Das System unserer fünf Einheiten ist eigentlich schon enthalten 
indem bedeutsamen Buch?) von Emil Cohn, „Das elektromagnetische 
Feld“. Die Bezeichnung V für den universellen Dimensionsfaktor in 
Gl. (14) ist aus diesem Buche entnommen. Die Einführung einer be- 


sonderen Einheit für die magnetische Polstärke wird dort allerdings 
unterlassen und unsere Dimensionsformeln werden nicht explizite 
hingeschrieben. Dasselbe gilt von der Hundschen Arbeit. 

H.A. Lorentz hatte, als er im Jahre 1902 seine beiden Artikel 
über Maxwellsche und Elektronentheorie für die mathematische 
Enzyklopädie?) verfaßte, die Vorzüge des Cohnschen Standpunktes 
klar erkannt. Er schrieb: „Das Cohnsche System hat den Vorteil, 
daß man von demselben leicht durch Spezialisierung der Werte V, 
fs Mg zu anderen Systemen übergehen kann. Für die endgültige Fest- 
setzung der Einheiten würde man eventuelle spätere Fortschritte in 
dem Verständnis der Erscheinungen verwerten können. Wir haben 
uns indessen nicht entschließen können, in die ohnehin schon ver- 
wiekelten Formeln unbestimmte Größen aufzunehmen, und wollen uns 
daher an unser modifiziertes, gemischtes System halten.“ 

Unter meßtechnischem Gesichtspunkt ist allerdings die Ein- 
führung der magnetischen Einheit P kaum durchführbar. Wollte man 
sie durch einen Stabmagneten als Standard realisieren, so müßte man, 
auch wenn er permanent wäre, nicht nur dessen Gestalt und Material, 
sondern auch die Beschaffenheit seiner Umgebung verabreden, weil 
die nach der Vorschrift von Gl. (8) gemessene Polstärke, wie schon 
früher hervorgehoben®), von der Permeabilität des umgebenden Mittels 
abhängt. Trotzdem scheint mir das theoretische Verständnis der 
Dimensionsfrage erst durch die Einführung unserer oder einer äqui- 

enten?) fünften magnetischen Einheit zum Abschluß gebracht zu 
werden. 

Diese anspruchslosen Zeilen enthalten zwar keine Vertiefung 
inserer elektrodynamischen Erkenntnis, mögen aber doch wegen ihres 
systematischen und didaktischen Charakters das Interesse unseres 
Jubilars finden. 

1) Erste Auflage, Leipzig 1900, Zweite Auflage 1927. 

2) Bd. V,, 8. 87. 

3) a.a. O. Phys. Ztschr. S. 818; Ztschr. f. techn. Phys. S. 424. 

4) Z.B. eines magnetischen Momentes, etwa des Magnetons. 

München, Dumantstr. 6. 


(Eingegangen 3. August 1939) 
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Die Bremsung der Magnetisierung 
dureh mikroskopische Wirbelströme 


Von R. Becker 


(Mit 1 Abbildung) 


Zusammenfassung 


Für das Magnetfeld, welches durch die mikroskopischen Wirbelstrime 
bei einer gegebenen Änderung der Magnetisierung im Innern eines Ferr- 
magnetikums erzeugt wird, läßt sich eine allgemeine Formel angeben. Diese 

: wird für den Fall einer 180°-Wand näher diskutiert. Man gewinnt dadurch 

einen quantitativen Ansatz zu Deutung des Ausbleibens der ferromagnetischen 

Suszeptibilität bei hohen Frequenzen. 


1. Es ist seit langem bekannt, daß die Permeabilität von Eisen 
und Nickel im Gebiet der optischen und ultraroten Frequenzen prak- 
tisch gleich 1 ist. Nach neueren Untersuchungen!) liegt der Bereich, 
innerhalb dessen die ferromagnetische Magnetisierung ausfällt, bei 
Wellenlängen zwischen 1 cm und 1 m. Das Ausbleiben der ferv- 
magnetischen Vorgänge bei kurzen Wellen läßt sich in folgender Weise 
deuten?): Nach Weiss besteht ein Ferromagnetikum unterhalb der 
Curietemperatur stets aus spontan magnetisierten Bezirken von end- 
licher Ausdehnung. Die beobachtbare Magnetisierung entsteht dureb 

Drehung des Vektors 3, innerhalb der einzelnen Bezirke oder dure 

Anwachsen einzelner Bezirke auf Kosten ihrer Nachbarn (Wand- 

verschiebung). Bei diesen Vorgängen werden in der Umgebung der- 

jenigen Stellen, an denen die Magnetisierung sich ändert, Wirbe- 
ströme induziert, welche ihrerseits ein Magnetfeld von solcher Ricl- 
tung erzeugen, daß dadurch die ursprüngliche Magnetisierungsänderung 
gebremst wird. So entsteht sowohl für die Drehungen wie auch für 
die Wandverschiebungen ein Reibungswiderstand, welcher bei hohen 

Frequenzen so groß wird, daß überhaupt keine merkliche Änderung 

der Magnetisierung mehr zustande kommen kann. 

Eine primitive Abschätzung des von den Wirbelströmen erzeugte 

Bremsfeldes wurde bereits früher?) mitgeteilt. Im folgenden (2) sol 


in y 
seher 


1) K. F. Lindmann, Ztschr. f. techn. Phys. 19. S. 158. 1938; 20. 8.13 
1939; R. Michels, Ann. d. Phys. [5] 8. S. 877. 1931. 

2) R. Becker, Phys. Ztschr. 39. S. 856. 1938; R. Becker u. W. Dörin: 
Ferromagnetismus, Berlin 1939, 8. 237 f. 
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über einen allgemeinen Ansatz zur Berechnung dieses Feldes berichtet 
werden. Es ist verhältnismäßig einfach, in allgemeiner Form das 
Magnetfeld anzugeben, welches auf dem Umweg über die Wirbel- 
ströme bei einer willkürlich gegebenen raumzeitlichen Änderung der 
Magnetisierung erzeugt wird. Wesentlich umständlicher ist die nume- 
rische Auswertung der allgemeinen Integralformel in konkreten 
Einzelfällen. Wir beschränken uns (3.) dabei auf den Fall, daß inner- 
halb eines Kreiszylinders zwei antiparallele Magnetisierungsrichtungen 
auf einer Kreisscheibe aufeinanderstoßen (180°-Wand), und daß diese 
Wand von der Zeit t = O ab mit konstanter Geschwindigkeit in Rich- 


tung der Zylinderachse bewegt wird. Dabei ergeben sich (4.) zwei für 


die Anwendung wichtige Größen, nämlich das bremsende Magnet- 
feld H, welches sich bei dieser Wandbewegung schließlich im statio- 
niren Zustand einstellt und die Zeit t,, welche vom Beginn der 
Bewegung ab zum Aufbau dieses Feldes benötigt wird. Diese‘ Zeit 
ergibt sich als so kurz, daB für alle Frequenzen, bei denen über- 
aupt noch ferromagnetische Änderungen beobachtbar sind, mit dem 
stationären Wert des Bremsfeldes gerechnet werden darf. 

2. Das von einer gegebenen Magnetisierungsänderung erzeugt 

. Die Magnetisierung § sei als Funktion des Ortes und der Zeit 
gegeben. Wir berechnen das zugehörige elektromagnetische Feld im 

mm des homogenen Materials vom spezifischen Widerstand o. 


ter Vernachlässigung des Verschiebungsstromes = © lauten die 
Maxwellschen Gleichungen 


4; 
~€; div =—4adiv$ 
co 


19; dire=0. 


ce 


| roth = 


| rot © = u 
Die Permeabilität haben wir hier gleich 1 gesetzt, da ja die Än- 
lerung der Magnetisierung bereits in % enthalten ist. Mit Hilfe der 
utät rotrot U = — 4% + graddivA und unter Einführung 
4a 
gen aus (1) für © und © die Gleichungen 
| E —- «46 = — corot §, 
| =— + co grad div}, 


m welchen die rechten Seiten als gegebene Funktionen anzu- 7 


z 


sehen sind, 


Die Gl. (3) sind formal identisch mit einer Gleichung aus der 
eorie der Wärmeleitung. Wenn in einem unendlich ausgedehnten 
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Medium von der Temperaturleitfähigkeit & und der auf die Vp. 
lumeneinheit bezogenen spezifischen Wärme 1 dem Volumenelement 
dxzdydz während der Zeit dt die Wärmemenge y, 2, t) dx dydzdı 
zugeführt wird, so gilt für seine Temperatur wu die D)itlerential. 


Ou = ¢ 
(4) a,  «du=g. 


Ausgehend von der kugelsymmetrischen Partikularlésung 
3 


tat 


(42 at) 


der homogenen Gleichung 7% — @ Au = 0 findet man leicht die Lösung 
der allgemeinen Gl. (4): 


| f [[füree- 


co 


Damit haben wir auch die Lösungen unserer Gl. (3) für das elektro. 
magnetische Feld. (5) geht nämlich direkt in die gesuchte Formel 
für © und § über, wenn wir darin q durch die rechten Seiten der 
Gl. (3) ersetzen. Insbesondere haben wir zur Berechnung von § in 


(5) % durch zu ersetzen und q durch a 
(6) q=— 409 + co grad div. 
4 


3. Das Feld einer scheibenförmigen 180°-Wand. Wir betrachten 
speziell den folgenden Fall einer Magnetisierungsänderung (vgl. Abb. |): 


! 


v 


Abb. 1. Schema der nach rechts sich bewegenden 180°-Wand 


In einem nach beiden Seiten hin unendlich langen Zylinder von 
Radius R, dessen Achse mit der z-Achse des Koordinadensystems zı- 
sammenfällt, befinde sich eine zu seiner Achse senkrechte 180°-Wand 
von der Art, daß links von der Wand die z-Komponente der Magnet 
sierung den Wert J, = J, besitzt, rechts von der Wand dageget 
den Wert J, = — J,. Die Wand soll bis zur Zeit t = 0 an der Stell 
z= 0 ruhen und sich von t= 0 ab mit der konstanten Geschwit- 
digkeit » nach rechts hin bewegen. Der ganze Zylinder ist einge: 
bettet in das homogene Ferromagnetikum. Wir rechnen so, als 
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andere Magnetisierungsänderungen als die hervorgehobene Wand- 
bewegung nicht stattfänden. 


Bei der stationär in der z-Richtung bewegten Wand hängt 5 
von & r nur abin der Form § = — vr). Also ist = 


In unserem Fall ist allein die z-Komponente J, = J von Null ver- 
0°J ‘ 
ag: + Damit haben wir zur Be- 
s 
rechnung des von den Wirbelstrémen erzeugten Magnetfeldes ss 


3), (5) und (6): 


3 
H, (2, y.2,t) = f [Streu —r)} 


+ (y-n!+(2— 


oJ J 
(avi; + eo; 
Wir beschränken uns weiterhin auf die Berechnung des auf der 
-Achse herrschenden Feldes. Hier wird y=z=0. Die Integra- 


tionen nach 7 und £ lassen sich dann leicht ausführen. Man erhält 


schieden. Daher wird (grad div), = 


T. 


lektro- 


+ ¢? 


en der 2 the R 
n in 


R r? Rt 
Formel [fe = fe l—e 
0 


nd damit aus (7) 
+ 00 1 
H,(2,0,0,t) = f 
rachten 8) EEE 
og 


r zerlegen das Integral (8) in die drei Summanden 
| en : 


H=A+B,+B,. 


arin soll 4 die erste Ableitung AE enthalten, B, und B, die weite 
ler vom 


tems ZU- \bleitung ro Weiterhin soll die Integration über r in B, von 
)o-Wand 4 
Magneti- 
dagegen 
‚eschwit- dab at praktisch nur am Ort &, der Wand von Null verschieden 


st einge Dann gilt, wenn f(&) eine beliebige Funktion von £ ist, und 
als ob Ihre erste Ableitung bedeutet: 


T=—- oo bis r= 0 laufen, diejenige in B, vnr=0 bis r=t. 
Zur Auswertung von (8) nehmen wir an, daß der Übergang von 
J in J, beim Hindurchgehen durch die Wand so schroff erfolgt. 
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und 


+ co 


Oe 


— 00 


Nun ist bei der oben beschriebenen Wand 
für 7 < 0: Geschwindigkeit = 0; 
für 7 > 0: Geschwindigkeit = v; 
Damit erhalten wir aus (8), (9) und (10): 
A=4aviJ, — I) ? 


0 


(r— vr) 
0 1 
B, co, —J,) [ m) 


— co 
Rr? 


.e tait—72) ~ da(t— zt) 


| 
t 


=- — J,) [ (Anat t)) 


0 


R? 


2a (t — 1) 


Zur Berechnung von A ersetzen wir t durch t — z. Mit den Al- 
kiirzungen 
v — vt)? + R? 
(12) = ; az J : 
2 Yu 2Va 
und unter Berücksichtigung der Identität 
@—-vt+v2?+ R: (a’ + bz)? 
4az z 


+ 2ab— 2ab 
erhält A die Gestalt 


(13) 5 


t - a’ 
> ‘ai _ b Vz + = 
| | dz e ( Vz 
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Das jetzt noch verbleibende Integral ist im Anhang berechnet. Die 
Größe a kann sowohl positiv wie negativ sein, dagegen wollen wir 
a’ stets positiv wählen. Dann ergibt sich 


für a>0: A=2n(), — ied (1 + Vi ) 
t 


fira<0: A= 2a(J,—)|1 vi) 


—e-tabl{ _ | 
| 
Dabei steht 2 als Abkürzung für 
— o-2a’ a’ \ _ pe a’ 


Die in (11) angegebene Größe B, läßt sich nach der Substitution 


dz = ; einfach auswerten. Unter Berücksichti- 
t—- 
gung von c’o=4ne erhält man 


V4at Va? + R? \ VY4at 


)ie dritte Größe B, ergibt sich daraus, daß nach (11) 
eo OA 


B = 
“2 4nv 0x 


ist. In (14) hängt A durch die in (12) erklärten Größen a und a 


von z ab. 


we ile Wir wollen weiterhin nur das Feld am Ort der Wand, also an 
i ler Stelle « = vt, d.h. a= 0 berechnen. An dieser Stelle ist 
R? oa 1 € a 
Or 2] a or z=rt 


Somit wird mit Ricksicht auf (12) und (2): 


4b ca 


(17) (B, 


Bei der Berechnung dieses Ausdruckes aus (14) fallen die Ab- 
leitungen der Funktionen ® heraus. 

Wir erhalten somit 

für a>0: =2aV,—J,)[—1— Plbyt)+ 

für a<0: (Bayo + ¥. 
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(14) 
D 
- 
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3 


344 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 36. 1939 
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=- - 


Nun ist bei der oben beschriebenen Wand 
für zt < 0: Geschwindigkeit = 0; 
für 7 > 0: Geschwindigkeit = v; 


Damit erhalten wir aus (8), (9) und (10): 


A=4avi, 


(x — hk? 


R 
tda(t— dr. 


= 1 
B,=— [ (Are?) ? 
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R 
2a (t — 1) 


Zur Berechnung von A ersetzen wir t durch t — z. Mit den Ab- 
kürzungen 
2 Va 2 Va 2 Ya 
und unter Berücksichtigung der Identität 
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Das jetzt noch verbleibende Integral ist im Anhang berechnet. Die 
Größe a kann sowohl positiv wie negativ sein, dagegen wollen wir 
a stets positiv wählen. Dann ergibt sich 


fir a>0: A= 2a(J, I) tab (1 + (byt 
t 


\ 
17 
füra<0: A=2n(),— J,) vi) 


— 
Dabei steht D y als Abkürzung fiir 
otal a | a’ \ 
= t — “_}| — — t 


Die in (11) angegebene Größe B, läßt sich nach der Substitution 
ote 22: de = ä = ; einfach auswerten. Unter Berücksichti- 
gung von = erhält man 


16) B, =— 2n( J. )- 
\Y4at Va? + R? V4at 


Die dritte Größe B, ergibt sich daraus, daß nach (11) 


_ co OA 
2 Anv 


B 


ist. In (14) hängt A durch die in (12) erklärten Größen a und a’ 


von x ab. 
Wir wollen weiterhin nur das Feld am Ort der Wand, also an 
der Stelle 2=vt, d.h. «= 0 berechnen. An dieser Stelle ist 


da 1 6a 
= ; =. 


Somit wird mit Rücksicht auf (12) und (2): 


1 /084 
Bei der Berechnung dieses Ausdruckes aus (14) fallen die Ab- 
leitungen der Funktionen ® heraus. 
Wir erhalten somit 
für a>0: = 224, J)[-1- O(bVt) + 
für a<0: = + 
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Außerdem wird 
(18) Au = 2724, - J)2 2%] 


und wegen (12) und (15): 


(19) (B),_ 2a 4, -J, - 


a? 
+ 
Die Größe B, springt beim Durchgang durch die Wand um dy 
Betrag 42(J,—J,). Das entspricht gerade der Divergenz von § 
als Folge der Divergenz von %, welche zur Zeit t = 0 bereits yor. 
handen ist und bei der Bewegung mitgeschleppt wird. Für die 
Rückwirkung des Wirbelstromfeldes auf die Wandbewegung komnt 
nur das arithmetische Mittel. B, zu beiden Seiten der Wand in 
Betracht, also: 


(20) B,=2a(J,—J)[—O(byt) + #]. 


Damit haben wir schließlich als wirksames Feld am Ort der Wand 
nach (9) 


Darin bedeuten: 


a’? 
y/ 
R 


b=—— und a=—, 
2V a 2Vu 
während %# in (15) erklärt ist. : 
4. Wir diskutieren den zeitlichen Verlauf des durch (21) ge | 
gebenen Bremsfeldes. Für große Werte von t strebt H dem statio- 
nären Grenzwert 
H, = 2a(J, — J,)[1 — e720] 
zu. Dagegen wird für kleine Werte von t, also für den Beginn der 
Wandbewegung 
b 
H, „= 2 n(J, -J)7 $. 
Bei Eisen hat J, den Wert 1700, also wird in unserem Beisptt 


2a(J,—J,)=— 10700 Oe. Da andererseits das bremsende Feld 
nie stärker werden kann als das von außen angelegte Feld, so folk 


daß in allen praktisch interessierenden Fällen 2 a’b = , klein gegt! 
- 


1 sein muß. Wir bezeichnen mit H,, den danach im stationäre! 
Zustand sich einstellenden Wert des Bremsfeldes: 


H,,=2a(J,— J)2ab. 


| 
x 
: 
. 
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| 
4,8 


R. Becker. Die Bremsung der Magnetisierung usw. 
4m Anfang der Bewegung ist dann 


33) Hi) = 

Beim Beginn der Wandbewegung wächst somit das bremsende Feld 
so schnell an, daß nach t, = 2a’? sec der stationäre Zustand er- 
reicht sein würde. Wir wollen noch angeben, welcher Bruchteil 
von H,, nach t, sec wirklich aufgebaut ist. Bei Entwicklung nach 
Potenzen der kleinen Größe a’b erhält man z. B.: 


m de 


von $ 


tS Vor- 
ür di 
komnt 


and in 2 a’b V = +» 


und damit nach (15) 


Somit wird 
r Wand VE = 0,4 H,,. 


Nach t, sec ist somit das stationäre Feld zu etwa 40°), 
gebaut. Für 2¢, findet man in ähnlicher Weise 64°/,. 

Zur numerischen Diskussion setzen wir für b und a’ 
cemäß (21) und (2) ein: 


auf- 
ihre Werte 
2a'b 


t 


2) ge Für das bremsende Magnetfeld folgt somit: 


m. statio- 24) H,,=2v mit 2=42°(J,—J,) . 

2 
Setzt man für 2 R, den Durchmesser des Weissschen Bezirkes, 
len plausiblen Wert von 10”*cm ein, so ergibt sich!) aus dieser 
Formel, daß eine merkliche Bremsung der reversiblen Magnetisie- 
rung durch mikroskopische Wirbelströme bei Unterschreitung einer 
Vellenlänge von etwa 50 cm zu erwarten ist. 


der 


Andererseits ergibt 
Bein ch für die Aufbauzeit t, des Bremsfeldes mit dem für Eisen 

de Fe giiltigen Wert c?o = 10* und mit 2R = 10%: 

n 


so folg en, 108 =~ 1,6 - 10712 sec. 
an darf daher auch noch für cm-Wellen mit dem stationären Wert 


tatıo des Reibungswiderstandes rechnen. 
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Anhang 
Berechnung des Integrals 


Mit: der Substitution u = Vz wird 


t 
- (bu+- = 
1 


Unter Benutzung der Indentität u = 5 7 u+ +bu- kann $ auf die 


Form gebracht werden: 


Ve \2 “) 
u Ss 
208= [e +e a(ou- 4) 


Daraus folgt fiir positives 


Ve 


fer ay fe Way. 


+ co — oo 


Bei negativem a dagegen hat man das Vorzeichen der unteren Integration 
grenzen zu ändern. Unter Einführung des Fehlerintegrals Zz 


x 


9 
(2h) fe "as 
- 

0 


wird somit 


für a>0: S= I. [1 - 


26) 


Wie es sein muß, konvergiert S für a= (0 von beiden Seiten her gem 
den Wert 


Va 
| a=0: S=,, 2 
Herrn Dr. G. Richter danke ich auch an dieser Stelle herld 


für seine Mitwirkung bei der Durchführung der oben mitgeteilt“ 
Rechnungen. 


Göttingen, Bunsenstr. 9. 


(Eingegangen 2. August 1939) 


= - a \2 
| | 
9 
= 
F 
§ 
2 
ke 
de 
au: 
St 
. 
kle] 
sch 
The 
> 
ale 
| 
telde 
erolg 
- ‘owol 
Ina 
= 4 
4 


E. Justi u. Kohler. Über die elektrische Leitfähigkeit 


Über die elektrische Leitfähigkeit der Alkalimetalle 7 
Pur im Magnetfeld 


Von E. Justi und M. Kohler ü 


pay ve~ 
(Mit 1 Abbildung) 


1. Problemstellung 


Die moderne Elektronentheorie der Metalle, die Sommerfeld 
durch die Einführung der Fermistatistik für das Elektronengas ge- | 
schaffen hat, stellte insofern einen großen Fortschritt dar, als sie 
zumindest qualitativ die spezifische Wärme der Leitungselektronen, 
das Wiedemann-Franzsche Gesetz, die Temperaturabhängigkeit 
des Widerstandes und manche andere Effekte richtig darstellen 
konnte; sie rechnet mit einem isotropen Gas freier Elektronen und 
berücksichtigt den Einfluß des Kristallgitters der Metallionen ledig- _ 

tegration: lich summarisch durch Annahme einer mittleren isotropen StoBzeit 
ler Elektronen. Quantitativ trifit diese Theorie am ehesten für die 
Alkalien zu, die durch ein einziges Leitungselektron über einer ab- 
geschlossenen Edelgasschale und Höchstwerte des Atomvolumens 
ausgezeichnet sind. Nicht bestätigt haben sich die Ergebnisse dieser 
Theorie für die magnetische Widerstandsänderung und andere 

ori ‚ME salvanomagnetische Effekte; die Widerstandsänderung im Querfeld 
‘Strom | Magnetfeld) ergibt sich um mehrere GréBenordnungen zu 


schwinden. Den anschaulichen Nachweis dafür, daß der Mangel der 


Theorie des Elektronengases in der Annahme seiner Isotropie be- : j 


| _ ‚ME Nein, und der Längseffekt (J H) sollte nach ihr überhaupt ver- 
Vt- 


her gen steht, führten Justi und Scheffers') mit ihren Experimenten über 


Abhängigkeit der magnetischen Widerstandsänderung selbst 
kubisch kristallisierender Metalle vom Winkel zwischen Magnetfeld 
'. Strom und Kristallachsen. Die wellenmechanische Elektronen- 
eorie, die das jeweils vorliegende Kristallgitter durch Einführung 
nes entsprechenden dreifach periodischen elektrostatischen Potential- 
les berücksichtigt, ist demgemäß bei der Deutung des anomalen 
Halleffektes und der magnetischen Widerstandsänderung wesentlich 
rolgreicher; nach ihr wird die magnetische Widerstandsänderung 
ohl durch die Anisotropie der Stoßzeit der Elektronen wie durch 
die Anisotropie ihrer Bindung an das Metallionengitter bestimmt. 
In allgemeinen werden beide Anisotropien zu berücksichtigen sein; 
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bereits behandelt ist der eine Grenzfall?),*), daß die Stoßzeit isotrop, 
die Bindung anisotrop ist, und er vermag die Beobachtungen a 
Wolfram, Molybdän, Beryllium, Cadmium u. a.m. wiederzugeben, In 
anderen Grenzfall isotroper Bindung und anisotroper Streuzeit is 
die letztere auf die Anisotropie der elastischen Konstanten zuricl. 
zuführen, da in die quantenmechanische Stoßrechnung die Schall 
geschwindigkeit der elastischen Wellen eingeht; dieser Fall wir! 
näherungsweise bei den Alkalien vorliegen, deren elastische Ko. 
stanten nach den Messungen von Bender) extrem anisotrop sini 
und bei denen die Annahme freier Elektronen auch quantitatiy 
richtige Ergebnisse liefert. 

Die nachstehenden Untersuchungen beschäftigen sich 1. mit de 
experimentellen Ermittlung der magnetischen Widerstandsindermy 
speziell des Natriums und 2. mit der Theorie der magnetische 
Widerstandsänderung der Alkalien, unter der Annahme isotroper 
Bindung und anisotroper Stoßzeit, soweit sie mathematisch dur. 
führbar ist. 


2. Experimentelle Ergebnisse = 
über die magnetische Widerstandsänderung von Natrium 


Die bisherigen galvanomagnetischen Versuche haben die \ii- 
, wendigkeit erwiesen, außer möglichst starken Magnetfeldern auch 
recht tiefe Temperaturen anzuwenden, um die Gitterschwingunga 
weitgehend einzufrieren und damit die freie Weglänge der Eld- 
tronen zu vergrößern. Die vorliegenden Messungen an Na wurkı 
bis hinab zu 14° abs. geführt, da eine weitere T'emperatursenkux 
selbst bei dem erzielten minimalen Restwiderstand (z = 0,0005) kein: 
weitere Erhöhung der Effekte liefern konnte. Von der Temperatw- 
abhängigkeit des Widerstandes ohne Magnetfeld (H = 0) sei nur e- 
wähnt, daß sie bei tiefen Temperaturen einem T’-Gesetz folgt ul 
durch die neue Grüneisensche Widerstandsformel mit der charalte 
ristischen Temperatur 0 = 199,5° befriedigend wiedergegeben werla 
kann, in Übereinstimmung mit der vorhandenen Theorie. 

Für die Widerstandsänderung des Na liegt bisher nur ein einzige 
Meßpunkt vor; nach Kapitza‘) soll sein Widerstand bei 79° als 
durch ein Querfeld von 300000 Gauss um 7°/,, also einen sehr ge 
ringen Betrag, erhöht werden. Für unsere Messungen), deren Einz- 
heiten an anderer Stelle beschrieben werden, standen uns nicht § 
starke Felder (H = 35000 Gauss) zur Verfügung, doch dürfte ih 
zeitliche Konstanz die Meßgenauigkeit begünstigt haben. Die le 
handlichkeit der Na-Präparate und der geringe Betrag der Wile 
standsänderung ließen absolute Messungen wie z. B. an Au wi] 
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nicht zu; der Widerstand wurde bei abwechselnd ein- und aus- © 


a geschaltetem Feld gemessen und dann jeweils ein Mittelwert über 
en. In zahlreiche Ablesungsunterschiede gebildet. Bei zu starken Streuungen 
zeit ist wurde die betreffende Meßreihe verworfen. Wenn also auch den MeB- 
zurück. punkten der Abb.1 keine hohe Meßgenauigkeit zukommt, so dürfte 
Schall sie doch mehr als nur die Größenordnung des Transversaleffektes 
er wiedergeben. Ein Teil der Schwankungen mag auch auf eine Aniso- 
he Kun- tropie der Widerstandszunahme zurückzuführen sein, die aber als 
rop Sind Bruchteil der an sich schon geringen Widerstandszunahme nicht 
antitatir reproduziert werden konnte. Die Meßpunkte für die verschiedenen 

Temperaturen und Magnetfelder konnten nur dann in ein einziges 
mit der Diagramm zusammengefaßt werden, wenn man mit Kohler annahm, 
inderung daß die relative Widerstandsänderung weitgehend unabhingig 
H=0 
en von Temperatur und Feldstärke lediglich eine Funktion des Quotienten 
re" Feldstärke/feldfreier Widerstand ist. Daß die MeBpunkte für ver- 

schiedene H- und r-Werte (r = i = Widerstandsverhältnis) 

7 

einigermaßen auf einer Kurve liegen, spricht dafür, daß die 
u Kohlersche Regel auch für Na wenigstens angenähert gilt. Im 
7 ibrigen zeigt die Kurve, daB die Widerstandszunahme bei hohen 
die Nu Feldstärken verzögert ansteigt, und daß, falls ein Sättigungswert er- 
m reicht wird, dieser über 10°/, des jeweiligen feldfreien Widerstandes 
ingunge beträgt. 
ler Ele Auch über den Longitudinaleffekt (J 1H) wurden einige Meb- 
wurde reihen ausgeführt, die zeigten, daß er von derselben Größenordnung 
rsenku: wie die Widerstandszunahme im Querfeld ist. Einige Meßwerte für 
05) kei Kalium, das nicht in gleicher Reinheit wie Na erhältlich ist, er- 
nperal gaben ähnliche Beträge der relativen Widerstandszunahme für 
charakte- 


3. Berechnung der magnetischen Widerstandsänderung von Alkalien 
Der Fall isotroper Bindung und anisotroper Streuzeit ist theore- 


tisch schon von Sommerfeld und Bethe’) und von Fröhlich‘) 


in einzige! 

‘aa ehandelt; allerdings sind die angegebenen Resultate alle kaum 
| sehr ge mehr als qualitativ, da sie nicht konsequent ableitbar sind. Hier 
on Einzel sol eine streng durchführbare Rechnung angegeben werden für den 
ery brenzfall sehr großer Feldstärke. Das Kernproblem der Theorie 
rhe ie läuft bekanntlich darauf hinaus, die statistische Fundamental- 


Die Ur sleichung, die allgemein folgendermaßen lautet: 
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zu lösen. Hierbei bedeutet f die Verteilungsfunktion, h dy 
Plancksche Wirkungsquantum, d die Gruppengeschwindigkeit der 


Elektronenwellen, gegeben durch + grade E, & den Wellenvektor de 
Elektronenwellen, % die Feldstärke, die magnetisch 
Feldstärke und $ = (3 + *[p 9) mit der Elementarladung ¢, 


Betrachten wir den F all eines Magnetfeldes in der 2-Richtuy: 
und eines elektrischen Feldes in der z-Richtung, so folgt: 


Im vorliegenden Falle soll nun die Energie E= — 


und also v, = = K, usw. sein. Somit wird 


a (ar h 


OR, 
Setzen wir H = 0, so wird durch das elektrische Feld bei Gültig 


keit des Ohmschen Gesetzes im kubischen Kristall, den wir den B« 
trachtungen zugrunde legen wollen, nur ein Strom in der 2-Richtuy 


of, . 
erzeugt, und wir können setzen f = f,— 1, eF, eh v,, Wo f, die u- 


gestörte Fermische Verteilungsfunktion und r, irgendeine geraie 
Funktion der Komponenten des Wellenvektors 8 ist. Die el- 
trische Stromdichte ist gegeben durch: 


2eF, v2 dry (dtx=d®&,, d&,, dQ). 


Führt man im §-Raum Polarkoordinaten mit der x-Achse ıl 
Polarachse und den beiden Winkeln # und g ein, so läßt sich J, 
folgendermaßen ausdrücken: 


cos? # sin i 


ist, mit der Elektronendichte n (cm~*). 

Wäre das elektrische Feld in der y-Richtung orientiert, so wir 
S=-J-tzeF,- . v,, wo r, jetzt eine andere Funktion der Komp 
nenten von $ ist. Da die Leitfähigkeit im kubischen Kristall » 
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beiden Richtungen dieselbe sein muß, so ergibt sich r,=r,, wobei 
die Größe 7, jetzt folgendermaßen gegeben ist: 


tor der 3 
etinchs 2) = ff t, sin’ #sin?’ ditdg. 
Wir betrachten nun den Fall des sehr starken magnetischen — 

Querfeldes. Hier ist in der Fundamentalgleichung (1) das vom 
Magnetfeld herrührende Glied vorherrschend, und wir wollen die ai 
stiBe als Störung betrachten. In erster Näherung werden die Stöße 
vollkommen vernachlässigt. Die Gl. (1), auf deren linker Seite also 0 j 
steht, wird dann gelöst durch f, = f,+ AS. Durch Einsetzen er- 


he 
dit man A = F 
Diese Methode ist anwendbar, wenn 


öf — h teH 
“4 4 m oder mc al. 


Hierbei ist z eine Größe von derselben Größenordnung wie r.. 


an . Nun zur 2. Niherung. Im Ausdruck für (52) ._ setzen wir 
den Be. Ot /Stöße 
Richtunz =f,+A8, ein. Es folgt dann 
die w- éf, öf, ö heF. 


e gerale 


Jie elek ME Hierin ist f=f,+f, gesetzt. Aus dieser Gleichung ist nun f, nicht 
leicht bestimmbar. Wir benötigen aber auch nur die Ströme in 


r z- und y-Richtung. Wir multiplizieren die Gleichung links und 


S,). hts mit — und integrieren über sämtliche &-Werte. Bei 
Achse sh rtieller Integration auf der linken Seite nach &, im ersten Glied 
st sich J, . 8, im zweiten Glied fallen die abgespaltenen Ausdrücke weg, 


lie Integrale über f, für &,=+@ bzw. &, = +00 verschwinden. 
bleibt übrig 


me 2 vy ats m OE dra. 

Links steht aber 2e {fa dtg, das ist der Beitrag von f, zum 

ektrischen Strom in der y-Richtung. Die rechte Seite ist 0 

B. in dem Fall, daß die z-Richtung bzw. die y-Richtung mit den 

rt, so Wil rzähligen Achsen des kubischen Kristalls zusammenfallen, denn 
‘aun sind die Koordinatenebenen Symmetrieebenen. Auch das 
a Hagnetfeld hat in diesem Fall die Richtung einer vierzähligen 
Funktion f, liefert also dann keinen Beitrag zum 
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Strom in der y-Richtung. Entsprechend findet man durch Mult. 


354 


plikation der Gl. (la) mit — $, und Integration über sämtlie 


®-Werte, daß f, keinen Beitrag zum Strom in der 2-Richtuyy 


liefert. Dagegen liefert die Multiplikation mit und Integration 


einen Beitrag von f, zum Strom in der z-Richtung. Es {ily 


« 


ne>m 
fife -0,dt,= ty" (e;? ist analog zu (2) definiert), 


1 er Strom in der y-Richtung ist : 


nec 
J,= 20 J,=0. 


Die elektrische Leitfähigkeit ist nun gegeben durch das Verhiiltnis 
der Stromdichte zur Komponente der elektrischen Feldstärke iy 
Stromrichtung: 


VJ2 + 


Hierbei sind in konsequenter Verfolgung der Näherungsmethot 
die auf eine Potenzreihenentwicklung nach steigenden Potenza 
von 1/H hinausläuft, nur die niedrigsten Potenzen dieser Größe b- 
rücksichtigt. Man erhält also Sättigung der Widerstandsinderm 
Das Verhältnis des Sättigungswertes (4) zur Leitfähigkeit ol 


87 
/ on =o0 Qo 
Daß dieser Ausdruck stets größer als 1 ist, folgt aus de 
Schwarzschen Ungleichung, die lautet | 


aru 


worin f(s)- und g(s)-Funktionen der Integrationsvariablen sw. 
Setzen wir f(s) = #sing Yr, und g(s) = Ysin’#sing]r; 
so folgt 1S7,- rst. Will man nicht ganz riesige Anisotropien a | 


nehmen, so wird dieses Produkt kaum größer als 2 ‘sein könnt. 
Mit dieser theoretischen Forderung der Widerstandssättigu: 
stimmt der experimentelle Befund überein, der bei größeren Werte: 


H . rider 
des Argumentes > ein stark verzögertes Anwachsen der Wi 
SH=0 
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standsvermehruug erkennen läßt; der geringe Betrag der beob- 
achteten relativen Widerstandsänderung (Abb. 1) widerspricht zu- 
windest nicht dem Ergebnis der Berechnung. Daß sich die Meb- 
punkte für höhere H/r-Werte tatsächlich im Sättigungsgebiet der 
Theorie befinden, folgt aus der Ungleichung (3); aus der Gleichung 


> 
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Abb. 1. Abhängigkeit der relativen Widerstandsvermehrung r na 
T, H=0 
ler Präparate Na4 und Nad vom Quotienten magnetisches Feld feldfreies 
Widerstandsverhältnis für verschiedene Temperaturen und Feldstärken 


(Kohlersches Diagramm) 


r die Leitfähigkeit bei H=0 berechnet man die mittlere Streuzeit 
= und daraus folgt für das Produkt "° ~ 


ne mc 
gleichung (3) auftritt, für H = 35000 Gauss der Zahlenwert 16,9, 
r also über eine Größenordnung größer als 1 ist. : 
Die entsprechende Berechnung des Longitudinaleffektes soll hier | 
nicht wiedergegeben werden, da sie auf recht uniibersichtliche hon 
lriicke führt. 


, das in Un- 


Zusammenfassung 


Während für die meisten Metalle experimentelle und theore- 
tische Angaben über die Änderung des elektrischen Widerstandes 
im Magnetfeld vorhanden sind, liegen für die Gruppe der Alkali- 
metalle, die wegen ihres einfachen Atombaues besonderes Interesse 

rdient, einschlägige Untersuchungen bisher kaum vor. Deshalb 
iden Messungen des elektrischen Widerstandes von Natrium 
chster Reinheit im Temperaturbereich zwischen Raumtemperatur 


nd 14° abs. unter dem Einfluß longitudinaler und transversaler 
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Magnetfelder bis zu 35000 Gauss Feldstärke ausgeführt. Sie zeige, 
daß die magnetische Widerstandsänderung im Querfeld bei hohe; 
Werten von Feldstärke/feldfreier Widerstand nur verzögert . 
nimmt und daß der Grenzwert der relativen Widerstandszunahn: 
verhältnismäßig niedrig ist. Ferner wird gefunden, daß der Wider. 
stand von Na durch ein Longitudinalfeld größenordnungsmißi; 
gleich wie durch ein Transversalfeld vermehrt wird. Die an dies 
Versuche anschließende theoretische Behandlung der magnetische 
Widerstandsänderung in einem sehr starken Transversalfeld (J | H 
geht von der Annahme aus, daß die Bindungsanisotropie der Ele. 
tronen in den Alkalien vernachlässigt werden darf, so daß di 
Widerstandsänderung wesentlich durch die Anisotropie der Stoßzeit 
bestimmt wird, die nach den elastischen Messungen hier als he. 
sonders groß zu erwarten ist. Bei kubischer Kristallstruktur ergibt 
sich für den rechnerisch einfachen Fall, daß magnetische und elek- 
trische Feldstärke vierzähligen Achsen parallel sind, eine Sättigung 
der Widerstandszunahme, die sich bemerkbar macht, wenn da 

TeH 


> wird. Bei den Messungen wird ein Höchstwert 


Argument 


TeH 
me. 
tiven Widerstandszunahme ergibt sich, falls nicht ungewöhnlid 


hohe Werte für die Anisotropie der Stoßzeit eingesetzt werde, 


ähnlich niedrig wie bei den Messungen. re i 
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Thermokraft reiner Berylliumkristalle neh 
und ihre Anderung im transversalen Magnetfeld 
Von E. Griineisen und H.-D. Erfling 


(Mit 10 Abbildungen) 


1. Reines Beryllium zeichnet sich dadurch aus, daß seine 


Elektronenleitung im transversalen Magnetfeld schon bei der Tem- 
peratur der flüssigen Luft starke, seiner hexagonalen Struktur ent- 
sprechende Änderungen scheidet, Gleiches gilt für die Thermo- 
kraft (Th.-Kr. = Differentialquotient der Thermospannung nach T) 
worüber wir im folgenden berichten. Die Änderung ist zwar nicht 

groß, wie bei Wismut, wo sie als „2. Ettingshausen-Nernst-Effekt“ 
ängst bekannt und erst kürzlich wieder ausführlich studiert ist?), aber 
loch groß genug, um sie in Abhängigkeit von Temperatur, Feld- 
stärke und -richtung genau zu messen. Das ist deshalb von Interesse 
il Be als normales Metall gelten kann und Besonderheiten, wie sie 
i Bi auf seine Ausnahmestellung geschoben werden könnten, nicht 
ı erwarten sind. Die Ergebnisse an Be sollten daher, ganz ab- 
gesehen von der Einfachheit seines Kristallgitters, einer theoretischen 
Klärung zugänglicher sein. 


2. Die Kristalle. Die Schwierigkeit der Untersuchung lag in der j 


leinheit der Be-Kriställchen. Die Degussa stellte uns zwar freund- 
ichst ausgesuchte Stücke zur Verfügung, doch betrug deren Länge 

r 1—2 cm, ihre Dicke 0,017—0,1 cm. Über die benutzte Be, 2- 
Kristallnadel von hoher Reinheit sind in I nähere Angaben gemacht. 
Der el. Restwiderstand*) betrug etwa 0,001 vom Widerstand bei 
0°C. Als Be, -Kristalle verwendeten wir zwei Streifen von 0,2 bis 
‚3 cm Breite, die aus den gewöhnlich von der Degussa gelieferten, 


1) E.Grüneisen u. H. Adenstedt, Ann. d. Phys. [5] 31. S. 714. 1938, 
nur Be, untersucht ist (im folgenden mit I zitiert); über Elektronenleitung 
n berichten wir demnächst. 

» E, Griineisen u. J. Gieleßen, Ann. d. Phys. [5] 27. S. 243. 1936; 29. 
25. ‘ie (im folgenden mit II und III zitiert). 
3) Wegen der hohen charakteristischen Temperatur des Be (= 1000) 


ist der Restwiderstand fast gleich dem Widerstand bei — 252,8°C an- 
zunehmen. 
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parallel zur Basisfliiche gewachsenen dünnen Blättchen so ge. 
schnitten waren, daß die Längsrichtung des einen, Be, 4, nahe ı 
die des andern, Be, 8, 1% lag (x und y binäre Nebenachs 
z hex. Hauptachse). Die Lage der Basis wurde aus Laueaufnahn: 
ermittelt, konnte aber auch mikroskopisch einigermaßen erkanı 
werden. Auch Be4 und Bes hatten einen ziemlich kleinen Res. 
widerstand, waren jedoch nicht so rein wie Be2(Be4: r_3;3,: = 0,0039 
r_ 252.30 = 0.00243). 

3. Meßverfahren und Definitionen. Die MeBanordnung war di: 
gleiche, wie in I, Abb. le und Abb. 2. Das Meßverfahren ist in J], 
Abschn. 2, beschrieben. 

Sind A und B zwei verschiedene Metalle oder Stäbchen eins 
Metalls von verschiedener kristallographischer Richtung, so sei 


e(A/B) = e(A) — e(B) 


die differentielle Thermokraft zwischen A und B; e(A) und e(B) be. 
deuten die meist unbekannten absoluten Th.-Kr.-Funktionen von . 
und B. 
Das Vorzeichen von e(A/B) sei positiv, wenn die Th.-Kr. an de 
kalten Kontaktstelle von A —> B gerichtet ist. 
Als Änderung der Th.-Kr. von A im Magnetfeld H bezeichnen vi 
die Th.-Kr. zwischen magnetisiertem und nichtmagnetisiertem A, aly 


Das Vorzeichen ist nach obiger Festsetzung positiv, wenn die Th-kr 
am kalten Kontakt vom magnetisierten zum nichtmagnetisierten 4 
gerichtet ist’). 

4. Thermokraft von Be, und Be, ohne Magnetfeld. In Tab. 
finden sich zunächst einige Werte der Th.-Kr. Manganin—Konstantaı, 
mit der die Thermospannungen unserer Thermoelemente auf Teu- 
peraturdifferenzen der beiden Lötstellen umgerechnet wurden; fern 
e(Be, /Mng) und e(Be,/Mng). Ihre Differenz e (Be , /Be,) hat positives 
Vorzeichen, abgesehen von dem Wert bei — 250° C, der uns nicht 
ganz gesichert erscheint. Positives Vorzeichen von e( |/_L) find 
sich auch bei Mg und Sn (in Zimmertemperatur), negatives bei bi 


Sb, Zn und Cd?) 


1) In II und III hatten wir das Vorzeichen von e wie oben, das vı 
4; e(Bi) jedoch umgekehrt gewählt. Die neue Festsetzung ist zweckmälige:. 
2) Vgl. z.B. Tab. 147 in W. Meißner, Hdb. d. Exp.-Physik, Ba. 11, + 
S. 440. Leipzig 1935. 
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ge Tabelle 

ahe II. Thermokraft e in uV/Grad*) für die angegebenen Metallpaare (Spalte 1) 

nachsen, — 

fnahneı — 250°), — 194° | — 182° _ 780 0° | +20°C 

erkann: Mng-Konst. + 6,3 + 15,16 + 16,47 + 28,7 + 36,1 + 38.0 

0,0039; Be,-Mng - 1,69) + 6,28 40 | + 11,5 +112  +117 
Be ‚-Mng 1,03 — 1,84 1,80 (— 1,9)interp. — 2,50 2,64 

war di Be,-Be, - 0,66 + 812 + 9,20 (+ 13,4) +13,7 | + 14,34 

ist in J], *) Das positive Vorzeichen bedeutet, daß die Th.-Kr. an der kalten Kon- 


taktstelle vom erst- zum zweitgenannten Metall gerichtet ist. 


en eines 


al In Abb. 1 ist der Verlauf 


on e(Be, /Be , ) mit der Temperatur 
dargestellt. Fehler kénnen daher 
rühren, daß Be, 2 und Be, 8, an 
lenen die Th.-Kr. gemessen ist, 


1 


S 
I 


] 


8 
] 


! 
! 
! 
1 


Bo nicht Proben gleicher Reinheit sind 8- 
\bschn. 2). Indessen ist der Ein- 6b 
r. an der fuß so kleiner Gitterstörungen, wie Pe 
sie aus den oben mitgeteilten Rest- 2h 
wit iderständen zu schließen sind, 
n A, also auf die Th.-Kr. e729 gering. Der 
Abfall von e( /L) von hohen zu Temp = 
tiefen Temperaturen unterscheidet Abb. 1. Thermokraft 
e Thekr. sich stark von dem fiir Zn und Cd e(Be,) — e(Be,) = e( 
sierten 4 gefundenen !), worauf hier nur kurz —— für H=0 
In Tab, | In Tab. 2 reihen wir noch Be Be ,8 
nstantal, ind einige andere nicht regulär durchquert 
auf Teu- 
ferner Tabelle 2 
positive Thermoelektrische Spannungsreihe bei 
1) finde Be, Zn, Cd, Be, Konet.| Bi, Bi, 
= +103, +14, +0,45 0 —1,3, —1,7, —3,8, 37,0 —52,7 - 
| <-> <-> > 
‘) Die Pfeile deuten die in tiefer Temperatur durch ein Magnetfeld be- 
1, das von wirkte Verschiebung an. 


‚ckmäbigr 
11,° 1) E.Griineisen u. E. Goens, Ztschr. f. Phys. 37. S. 278. 1926; 
Abb. 5, 8. 286. 
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kristallisierende Metalle mit ihren Hauptrichtungen in die thermo. 
elektrische Spannungsreihe bei 0° C ein, indem wir e(Cu) = 0 setzen, 
Man erkennt, wie verhältnismäßig stark die thermoelektrische Anis. 
tropie des Be ist. Be, kommt dem Eisen nahe. 
5. Einfluß transversaler Magnetfelder auf die Thermokraft von Be, 
Bei genügend tiefer Temperatur wird die Stellung der Reihenglieder 
von Tab. 2 durch transversale Magnetfelder verschoben. Die Richtung, 
in der dies geschieht, ist, soweit bekannt, durch Pfeile in Tab. 2 ap. 
gedeutet. Auch hier ein Gegensatz zwischen Be, und Bi,: Be 
wird stärker positiv, Bi, stärker negativ, Be, und Bi, zeigen je 
nach der Feldrichtung wechselnde Verschiebung. Dies wird in 
folgenden für Be näher beschrieben. Über Bi vgl. II und II. 
6. Anisotropie der Feldwirkung. Nachweis des Feldumkehreffekts, 
Wie bei Bi-Kristallen '), so hängt auch bei Be-Kristallen die Änderung 
4 e(a) 
4 


y Be 8 bei -194° | Stellung a ~~ 
uy, 


+ 


+6 


180° 160° 120° 20° -60° 30° 0° +60 +120°+150° +180° 
24 
Abb. 2. Thermokraftiinderung von Be ,8 beim Schwenken des transv. Felde 
H = 10,1 kOe um 360° 
(die beiden Kurven beziehen sich auf zwei wenig gegeneinander geneigt 
Stellungen des Be , 8- Kristalls) 


der Th.-Kr. 4e von der Feldrichtung # in einer für die Kristal- 
struktur charakteristischen Weise ab. Abb. 2 gibt ein Beispiel für 
Be8 bei — 194° C und 10,1 kOe. Der Kristall wurde zunächst ı 


1) Vgl. auch einige Beobachtungen an Wolfram, E. Grüneisen ı 
H. Adenstedt, Ann. d. Phys. [5] 29. 8. 597. 1937. 
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Stellung a nach Augenmaß | H befestigt. Die beim Schwenken des. 


wre Feldes um 360° beobachteten Je sind durch die gestrichelte Kurve Ps 
ER verbunden. Deren Unregelmäßigkeit rührt von einem Einfluß der : 
ei Feldumkehr her, wie ihn der eine von uns und Gieleßen beim Bi _ 
| bereits fanden. Erfahrungen, die damals gemacht wurden (II, S. 248 
und III, $.27 unten), und theoretische Überlegungen, die J. Meixner’) 
ra durchführte, ließen vermuten, daß eine bessere Ausrichtung des Kri- — 
re stalls | H die Kurve regelmäßiger machen würde. Wir brachten 
- ihn deshalb in Stellung b und fanden nunmehr die ausgezogene zu 
ird im be, 4 
I. 
reffekts. 
ıderung 
— —> 
Abb. 3. Feldumkehreffekt bei 10,1 kOe: 
ms 4 bei — 194°C; 
u e, 8 bei —193,3°C (a und b) und — 250,7°(b'); 
~ „2 bei —194,4°C und — 250,3°C 
(die Kurven a und b von Be, 8 sind aus den Kurven a und 5 der Abb. 2 
F gewonnen) 
Hız ziemlich symmetrische Kurve. Der Umkehreffekt hatte sich 
; sentlich geändert. Er hängt also wie bei Bi auffallend stark von 
leinen Lageiinderungen des Kristalls zum Felde ab. Von dieser 
MW ieldeutigkeit der Ergebnisse wird man frei, wenn man, wie früher 
nev. Felt tei Bi, den Umkehreffekt abspaltet und nur 
or gene = + 4542) 
, Kristal als Funktion der Feldrichtung # aufträgt. Dann entsteht aus a 
sispiel für nd b (Abb. 2) nahe die gleiche Kurve, die zu Hyz und Hye 
nächst i ymmetrisch liegt (Abb. Ta, ausgezogene Kurve). 
ineisen 


1) J. Meixner, Ann. d. Phys. [5] 36. S. 105. 1939. 
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Wir beschränken uns in den nächsten Abschnitten auf di 
Mitteilung der vom Umkehrefiekt befreiten Ergebnisse, wollen jedoc 


in Abb. 3 noch den Umkehreffekt „(4 — für die dei 


untersuchten Kristalle Be4, Be8 und Be2 darstellen, weil sich 
hierauf die Überlegungen Meixners [a.a. O., besonders G1. (10) u. (11) 
anwenden lassen. Nach diesen müßte der von linearen H-Glieden 
herrührende Umkehrefiekt bei genauer Senkrechtstellung der Kri. 
stalle Be4 und Be8 völlig fortfallen. Der Einfluß der H3-Glieder 
jedoch verschwindet nur für Hz, was für Be4 und Bes j 
Stellung b nahezu erfüllt ist (Abb. 3, Kurven b, b’). In Stellung 
jedoch, deren Abweichung von der Senkrechten schon dem Blick 
auffiel, ist auch für H ~ || z ein Umkehreffekt vorhanden, wenn auch 
kleiner, als bei größeren Winkeln zwischen H und z. 


Bei Be2 kann der Umkehreffekt nur auftreten, wenn Feld. 
richtung und z-Achse nicht genau aufeinander senkrecht stehen. 
Bei der Kürze des Kristallnädelchens und der Schwierigkeit seiner 
Justierung muß diese Möglichkeit zugegeben werden. 


Jedenfalls entsprechen unsere Ergebnisse nach Abspaltung des 
Umkehreffekts sehr nahe der idealen Justierung. 


7. Thermokraftänderung von Be, und Be, nach Abspaltung de 
Umkehreffekts. Abhängigkeit von Feldrichtung und Feldstärke ba 
— 182°, — 194° und —250°C. Be,: Für den als hexagonal 
Säule gewachsenen Kristall Be2 erkennt man aus Abb.4 und j 
folgendes. Die Th.-Kr.-Änderung A,e(||) ist durchweg positiv ud 
von erheblichem Betrage, sie steigt zwischen — 182° und — 194°( 
an und sinkt nach Durchschreiten eines Maximums zwischen -1% 
und — 250° © wieder ab (vgl. Abb. 10). Der Einfluß der Feli- 
richtung *+ auf Je zeigt sich als starke Anisotropie von sechszähliger 
Symmetrie in bezug auf die hexagonale Achse, wie sie schon bei der 


Th.-Kr. von Bi, gefunden ist. Eigentümlich geformt ist die 4¢ Ei 
Kurve bei — 250,3° C. Das in höherer Temperatur für H || 2 vo- 
handene breite Maximum ist so stark eingedellt, daß in den Rici- Ab 
tungen (H ı y) + 10° spitze Maxima entstehen. Diese sind bereit für 
(Ah 


bei 2,3 kOe durchgebildet (Abb. 4b, unterste Kurve), während in det 
Kurve für die Widerstandsänderung (I, Abb. 16a) eine Eindellu: 
erst bei S—10 kOe angedeutet ist. Es zeigt sich hier, wie auch a 
anderen Beispielen, daß die Thermokraftänderung stärker als ti 
Widerstandsänderung von höheren H-Potenzen abhängt. Denn Ww! 
diesen werden die für hohe Felder und tiefe Temperaturen chart! 
teristischen Kurvenänderungen herrühren.. 
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uf die Neben die ausgezeichneten Feldrichtungen 1 z und 1% tritt 
jedoch also bei — 250°C noch eine dritte, die um etwa + 10° gegen die 
ie drei Achse gedreht ist. Für diese 4, kurz mit 1, 2, 3 bezeichnet, geben 
‘ir in Abb.5 den Anstieg von 4,e( ) mit wachsendem H. Wir zeich- 
neten ihn bei —182°C und — 194° C monoton, weil die wenigen Beob- 
achtungspunkte nicht entscheiden lassen, ob die schwach angedeuteten 
Stufen im Anstieg reell sind. In Abb. 5c, bei — 250°C kann darüber 
kein Zweifel sein. Doch wären auch hier mehr Beobachtungen, be- 
sonders bei kleinen H, erwünscht gewesen‘). Eine Sättigung von Je 
Bes in Ht jedenfalls auch bei —250°C und 12kOe noch nicht erreicht. 
va. Be, (Abb. 6—9): ye(1.) schwankt für H = 10,1 kOe aber 
variables « zwischen geringen negativen (bis —1uV) und starken 
positiven Beträgen (bis +5,8 mV) hin und her. Bei —250°C 
kommen nur positive Beträge vor. Der Effekt selbst ist zwar 
n Feld. kleiner, seine Anisotropie aber größer, als bei Be, 2. 
‚stehen. Die 4e-Kurven, in Abb. 6 für Be4, in Abb. 7 für Be$, liegen 
m symmetrisch zu den kristallographischen Haupt- und Nebenachsen z 
und y bzw. z und x. Sie haben bei H || z ein sekundäres Maximum, 
tung des das bei schwachen Feldern verschwindet. Die Winkel zwischen den 
Achsen und H werden auf + 1° richtig angegeben sein. 


il sich 
(11) 
rliedern 
er Kri- 
Glieder 


nn auch 


tung des In der Form stimmen die Kurven von Be 4 und Be 8 nahe überein, 
tairke bei in der Höhe sind sie recht verschieden; 4e ist für fast gleiche Tempe- 
sxagonale ratur — 194°C und gleiche Feldstiirke 10,1 kOe bei Be 8 etwa doppelt 
4uii so groß wie bei Be 4. Es fragt sich, ob der Unterschied allein 3 
ir wi der stärkeren Verunreinigung in Be4 herrührt, die den Effekt ver- 
1940 indern wird, oder ob auch die Vertauschung der z- und y-Achsen 

n 194 n Einfluß ist. Für Hj z besteht fast kein Unterschied. Wenn 
ler Feld- für Hi x de größer wäre als für Hıy, so würde das zu dem 
hszählige Befund bei Be2 in Abb. 4 passen, wobei allerdings der Unterschied 

n bei der steht, daB hier das Temperaturgefälle || z, dort | z ist. Eine 
die de Entscheidung der Frage haben wir bisher nicht treffen können. 

2 vor Stärker ändert sich die 4e-Kurvenform wieder bei — 250,7°C 
den Rich- Abb. 7b) durch Steigerung des Effektes für H | z, Minderung 

nd bereit; für H | x. Dadurch verschieben sich die Minima von += — 90 + 200 


nd in der Abb. Ta) nach «= — 90+45°(Abb. Tb. Vgl. hierzu Abschn. 8. 
Bindellun 


e auch & 1) Über analoge Stufenbildung im Falle der Widerstandsänderung von Bi 
er als di bei Temperaturen unter — 250°C und hohen Feldstärken vgl. L. Schubnikow 


Denn wi N. W.J.de Haas, Comm. Leiden 207d, 210a, 1930; hierzu auch M. Kohler, 

harık Itschr. f. Phys. 95. S. 365. 1935; über Stufenbildung im Falle der Th.-Kr. 

on ¢ von Bi, bereits bei — 181° C und H<7kOe vgl. E. Griineisen u. J.Gieleßen, 
44.0, II, Abb. 4. 
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Abb. 4. 
Be „2:4,,e als Funktion von ¢ Be ,2: Are als Funktion von H 
a) bei — 194,4 und —182°C für Richtungen max. und min. 

und 10,1 kOe Feldwirkung. 
b) bei — 250,3°C und a) bei —182°C, b) bei — 194,4°C, 

H=2,3; 10,1 u. 12,2 kOe e) bei 250,3° C 
Der Einfluß der Feldstärke auf Ae ist in Abb. 8 und 9 di 
gestellt, und zwar für die in höherer Temperatur durch Höchs- 
und Kleinstwerte von Je ausgezeichneten Richtungen + = 0°, -il! 
— 90° (1, 3, 2). Die Kurven in Abb. 8, 9a und b für — 194°, - 1X 
und —193°C ähneln durchaus den früher für Bi, gefunden 
(II, Abb. 8b). Wie sich ihr Verlauf erklärt, läßt sich bisher nicht 
sagen. Abb. 9c zeigt, daß bei — 250°C in den Richtungen 1 und! 
vielleicht Sättigungswerte erreicht sind, für Hz jedoch nicht 
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> 
Y. bb. 6. 
- & als Funktion von 9 
Auz Huy bei —194,2°C und 


H= 10,1 kOe 


g, 4 Abb. 8. 
[ Be ‚4: Aye 
/ | a * als Funktion von H 7 
| 4: a 3 für Richtungen max. 
WP P bei - 1912°C i 
Abb. 8. 
19486 
8 m tik 
j 
23 
3 / +3- 
| 22 
(uz A j / 
70° 150° 120° 0° 0 30° 0° 24680240 ‘024 68 
nd min. 
— 194,4” 
ch I Abb. 7. Abb. 9. 7 
= 0", -! Be, 8: 4,,e als Funktion von 9 Be, 8: 4,,e als Funktion von H 
94°, ‚bei 10,1 kOe. fiir Richtungen max. u. min. Feldwirkung 
cefundet a) bei —193,3°C (© Stellung b) a) bei — 182,2°C 
(o Stellung a) b) bei — 193,3°C 
bisher 1 u. —182,2°C e) bei — 250,7°C 
yon 1 fm » bei -200,7°0 
> 
‚doch Mt 


1) Anm. b. d. Korr.: Das + bei — 70° gehört auf die - - - Kurve. - 
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8. Magnetische Thermokraftänderung als Funktion der Temp 
ratur bei verschiedenen Feldstärken und -richtungen. Bei 0°C bli 
ein Feld von 12kOe ohne merklichen Einfluß auf die Th.-K 
von Be. Erst bei ziemlich tiefer Temperatur wird der Effekt 
merklich, wie aus Abb. 10 deutlich wird, meist positive, manchm: 
(bei Be, 8) auch geringe negati 
Werte annehmend. Dann steir 
er mit sinkender Temperatur rag 
zu einem positiven Maximum aı 
das zum Teil beträchtlich höher 
liegen muß, als die höchsten beol- 
achteten de, und sinkt dann geg 
T=0 zu Null ab. Wenn au 
für den Entwurf der Kurven ıı 
drei Beobachtungspunkte zur Ver 
fügung stehen, so kann doch au: 


5: x 
4: +8:-3004 :122h0e 
3: | H=122k0e 
2: bo 

#:34k0e 


2004:122h0e 
3: -30°H: 122 kOe 
H=122k0e 
o 8:0 <H=68k0e 
k0e 


20 200° 10°C 
Vemp 
Abb. 10. Thermokraftänderung 
als Funktion der Temperatur 
bei verschiedenen Feldstärken 
und -richtungen 


die Art ihres Anfangs und End 
kaum zweifelhaft sein. Dake 
glauben wir Lage und Form & 
Kurven ohne allzu große Fehle 
gezeichnet zu haben. Die Hil 
der Maxima ist freilich sehr u. 
sicher. Daß aber die Lage i 
Maxima sich mit steigendem ! 
nach höheren Temperaturen wr- 


schiebt, wie das für die Richtu; 
‘+=0 durch punktierte Linien angedeutet ist, scheint uns für Be 
und Be, bewiesen. 

9. Veränderung von e(||/ 1.) im Magnetfeld. Da de (|) >4eil 
gefunden wurde, so ist Je (|| /_L) positiv. Es ist aber fraglich, 0 
bei gleicher Reinheit der Kristalle Be, 2 und Be, 8 dasselbe « 
funden würde. Indem wir dies annehmen, haben wir in Abb. 
durch die punktierte Kurve die Th.-Kr. e(|| /_L) im Felde H = 12,2k0 
als Funktion der Temperatur für den Fall skizziert, daß soil 
Be, wie Be, in der z-Richtung von den Feldlinien durchdrunge 
werden. 


Zusammenfassung 
10. a) Die Thermokraft des hexagonalen Be (@ = 1,568 i 


stark anisotrop; = + 13,7 uV/Grad. Der Abfall zwischer 
+20 und —250°C wird für die Th.-Kr. beider Hauptrichtun“ 
gegen Manganin gemessen. 
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rineisen u. Erfling. Thermokraft reiner Berylliumkristalle usw - 
Tempe b) Die Anderung der Th.-Kr. im transversalen Magnetfeld wird _ 
Feldrichtung, der Feld 
Ther stärke und der Temperatur gemessen. Dabei wird der b } 
Feldumkehrefiekt diskutiert und eliminiert 
nchmal c) In allen Beziehungen ist die ma is 
gnetische Thermokraftii 
vegative es Berylliums der des Wismut sehr ähnlich, Sie ch 
ich 


1 steigt sentlich nur durch die verschieden 6 
ur di e Größ g 
ur rasch ırch das Vorzeichen des Effekts. itn 


uM al 
ie ir die Beschaffung des flüssigen Wasserstoffs haben wir 
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Einige Besonderheiten 
der bei der Kernspaltung des Urans und Thors 
y- entstehenden künstlichen Atomarten 4 


Von Otto Hahn 


Die Spaltung des Urankernes in mittelschwere Elemente hat 
sich schon heute als ein recht komplexer Vorgang herausgestellt. 
Bisher wurden aktive Atomarten von 14 oder 15 verschiedenen 
chemischen Elementen festgestellt. Viele von diesen sind durch 
mindestens drei verschiedene Isotope vertreten; in einem Fal 
(dem Tellur) scheinen nicht weniger als sechs künstlich aktiv 
Atomarten!) beobachtet zu sein. Es sieht so aus, als ob mit ge. 
nügend starken Strahlenquellen noch wesentlich mehr Spaltstück 
des Urans aufgefunden werden können. Die Ausgiebigkeit d 
einzelnen Spaltreaktionen ist offenbar nicht für alle gleich. Heut 
kann man schon Haupt- und Nebenreaktionen unterscheiden, wi 
dies bei einem Vergleich der Jod- und der Bromisotope?) ge 
schehen ist. Die letzteren entstehen in viel geringerer Intensitit 
als die ersteren. So ist es durchaus möglich, daß noch mancherl 
Begleitreaktionen mit neuen Erkenntnissen beobachtbar werden. 

Die bei der Uranspaltung auftretenden Atomarten weisen nm 
gegenüber den auf die übliche Weise entstehenden künstliche 
radioaktiven Atomarten gewisse Unterschiede auf, die für ken- 
theoretische Fragen, aber auch für Fragen ihrer praktischen Ver 
wendbarkeit von einer gewissen Bedeutung sein können. Auf einige 
dieser Punkte sei hier hingewiesen. 

1. Da das Zerplatzen in die einzelnen Bruchstücke ein stati 
exothermer Vorgang ist, besitzen die Bruchstücke eine sold? 
kinetische Energie, daß sie durch Rückstoß die bestrahlte Subst 
verlassen können; und zwar in erheblichem Ausmaß, wenn ds 
Trägermaterial in verhältnismäßig dünner Schicht vorliegt?) Ma 
kann dadurch noch wesentlich besser als dies für natürliche radi 


A Mm 


1) Ph. Abelson, Phys. Rev. 56. S. 1. 1939. 
2) O. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 529. 1939. 
3) L. Meitner u. O.R. Frisch, Nature 143. S. 239, 471. 1939; F. Joli 


Compt. d. 208. S. 341. 1939. . 
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ktive Atomarten, die durch «-Strahlenumwandlung entstehen, 
öglich ist'), die aktiven Atome in unendlich dünner Schicht frei 
von irgendwelchen inaktiven Fremdstoffen gewinnen. Durch Zugabe u 
geeigneter Träger läßt sich dann die gewünschte Substanz auf ein- 
fache Weise radioaktiv rein abscheiden. Bei den auf die bisherige 


on Weise gewinnbaren künstlichen Atomarten muß man diese dagegen A 
von ihren in großer Menge anwesenden Muttersubstanzen, die in 
vielen Fällen die inaktiven Isotopen der künstlichen Atomarten 
sind, abtrennen, was nicht immer leicht durchzuführen ist?). 
Physikalisch besonders interessant dürfte es auch sein, für die : 
aes schweren Atomtriimmer sehr groBer Energie die Beziehung zwischen 
gestalt Reichweite und Energie zu untersuchen, da das bisher hieriiber aus ; 
gewöhnlichen Kernumwandlungsversuchen vorliegende experimentelle 
i Gon Material noch recht spirlich ist. 
"4 a Da die einzelnen Stücke der genannten Spaltungsreaktionen 
- durch ein außerordentlich hohes Ionisierungsvermögen ausgezeichnet 
nu p sind, lassen sie sich zweifellos auch photographisch nachweisen. 
- or Vielleicht lassen sich lichtempfindliche Substanzen derart desensibili- 
pat de sieren, daß sie weder durch #- noch auch durch «-Teilchen, wohl 
‘ Bert ıber durch die Spaltungsstücke entwickelbar gemacht werden können. 
den, wi Sollte dies einmal gelingen, dann könnte man die dabei gewonnenen 
pe’) ee Erfahrungen auch auf den Nachweis derartiger Atomspaltungen 
Intenmiäl durch kosmische Strahlen verwertbar machen. 
yancherlk 2. Die bei dem Zerplatzen des Urans entstehenden Bruchstücke 
erden. haben, wenn nicht zugleich mit dem Zerplatzprozeß eine ganz er- 
eisen hebliche Anzahl von Neutronen aus einem oder beiden Bruchstücken 
ünstlice „abdampfen“, ein für ihre Ordnungszahl zu hohes Atomgewicht, so : 
für ken- daß sie nicht stabil sein können). Sie müssen daher, entgegen den y 
ches = {den bisherigen Wegen herstellbaren künstlichen Atomarten, erst 
Auf eit ine größere oder kleinere Reihe von #-Strahlenumwandlungen er- 
in tel hren, bevor sie in eine stabile Atomart übergehen. Zwei Beispiele ; 
ae ile sollen dies veranschaulichen: Aus dem um ein Neutron vermehrten ; 
a wi angeregten Urankern vom Atomgewicht 239 entsteht beim Zerplatzen x 
Pr dss primär ein Krypton- und ein Bariumisotop. Das Krypton wandelt 7 
Ms 
iche radi D 0. Hahn u. L. Meitner, Phys. Ztschr. 10. S. 697. 1909. u 
n 2) Über die Abtrennung der aktiven Atomarten von ihren inaktiven : 
rigerisotopen in unendlich kleiner Menge, vgl. z. B. O. Erbacher u. 
\. Philipp, Ztschr. Phys. Chem. (A) 176. S. 169. 1936: O. Erbacher, Ztschr. . 
hys. Chem. (B) 42. S. 173. 1939. an 
9; F. Jolist 3) M.Dodé, H.v.Halban jun., F. Joliot u. L. Kowarski, Compt. 5 


rend, Acad. Sei. Paris 208. S. 995. 1939; G.v. Droste u. H.Reddemann, 
Naturw. 27. 371. 1939. 


7 Fe Pe 


£ 


- 
aes 
. 
1 
3 


370 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 36. 1939 3 


sich mit einer Halbwertszeit von etwa 3 Std.!) um in ein scho 
früher auf anderem Wege hergestelltes Rubidiumisotop von 17Min, 
Halbwertszeit, dem das Atomgewicht 88 zuzuschreiben ist?) Au 
ihm entsteht das stabile Strontium 88. Das Krypton hat aly 
ebenfalls das Atomgewicht 88. Dem anderen Reaktionsteilnehmer. 
dem Barium, muß man also ein Atomgewicht von 239 — 88 = 151 
zuordnen, falls keine Neutronen verdampft würden. Das bisher 
bekannte schwerste stabile Bariumisotop hat das Atomgewicht 13s! 
Selbst unter der Annahme, daß einige Neutronen abdampfen, is 
dies Atomgewicht immer noch viel zu hoch. Das Barium wand: 
sich daher unter 3-Strahlenemission weiter um. Es zerfällt mi 
einer Halbwertszeit von 14 Min. in ein Lanthan von 2,5 Stunde: 
und bildet damit ein Cerisotop. Vermutlich ist aber auch dies 
noch nicht stabil — das höchste stabile Cerisotop hat das Aton- 
gewicht 142 —, und man kann erwarten, daß die Umwandlung no¢ 
bis zum Neodym weitergeht. Sichergestellt ist bisher die Reaktio 
aber nur bis zu dem aktiven Lanthan. 

Ein anderes Beispiel ist das Zerplatzen des Urans in Xenon 
und Strontiumisotope. Eines von diesen Xenonisotopen muß da 
Atomgewicht 139 haben. Denn es wandelt sich über ein Caesiun 
in das schon länger bekannte Bariumisotop mit der Halbwertszei 
von 86 Min. um‘), das zweifellos das Atomgewicht 139 hat‘, Zi 
dem Xenonisotop vom Atomgewicht 139 gebört also primär ein 
Strontium vom Atomgewicht 100, während das höchste stabil 
Strontium ein Atomgewicht von nur 88 hat. Nimmt man an, dal 
bei diesem Prozeß ungefähr 3 Neutronen abdampfen, dann win 
das Strontium vermutlich noch über ein Yttrium mindestens iı 
Zirkon übergehen. Yttrium wurde als Umwandlungsprodukt de 
Strontiums schon festgestellt®). 

3. Unter den zahlreichen aktiven Umwandlungsprodukten de 
Kernspaltung befinden sich also eine ganze Anzahl, die nach de 
üblichen Methoden entweder gar nicht oder nur mit viel geringere 
Ausbeute erhalten werden. Auch solche Produkte werden sich daı 
als Indikatoren für chemische oder biologische Versuche mit Vorte! 


1) O. Hahn u. F.Strassmann, Naturw. 27. S. 529. 1939; als Spalt 
produkt des Thoriums schon vorher nachgewiesen durch A. Langsdorf jw, 
Phys. Rev., 56. S. 205. 1939. 

2) F. A. Heyn, A.H. W. Aten, C. J. Bakker, Nature 143. S. 516, 6 
1939; O. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 529. 1939. 

3) O. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 89. 1939. 


Pi 4) M. L. Pool, J.M. Cork u.K. L. Thornton, Phys. Rev. 52. 5.239. 18. 
5) Cl. Livber, Naturw. 27. S. 421. 1939. 
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heranziehen lassen. Sehr geeignet unter diesen Atomarten sind 
ı.B. die aktiven Jodisotope mit den bequemen Halbwertszeiten 
von 18,5 Stn. und 8 Tagen’), die zahlreichen Tellur-, Barium- oder 
Strontiumisotope und dergleichen. 

4, Ein im Institut des Verf. seit einer Reihe von Jahren 
behandeltes Arbeitsgebiet ist die Untersuchung von Oberflächen- 
ausbildung und Oberflächenänderungen von amorphen oder kristalli- 
sierten radioaktiv indizierten Niederschlägen nach der „Emanier- 
methode“. Der Betrag der aus solchen Niederschlägen entweichenden 
Emanation dient als Indikator?. Bei den bisher für diese Unter- 
suchungen verwendeten Emanationen Radon und Thoron setzt sich das 
„Emaniervermögen“ zusammen aus dem durch «-Rückstoß entweichen- 
den Teil der Emanation und dem durch Diffusion entweichenden 
Anteil. In einer der Theorie des Emaniervermögens gewidmeten 
Arbeit behandeln Flügge und Zimens die hierbei auftretenden 
Fragen, die z. B. für die Untersuchung katalytisch wirkender 
Niederschläge von Bedeutung sind®. Nun befinden sich bei den 
Spaltprodukten des Urans und des Thoriums, wie wir gesehen 
haben, auch die aktiven Edelgase Krypton und Xenon. Das Krypton 
z.B. hat eine Halbwertszeit von ungefähr 3 Std. Wird ein Uran- 
der Thorpräparat also mehrere Stunden lang bestrahlt, dann bildet 
sich eine durch sein Umwandlungsprodukt Rubidium leicht nach- 
weisbare Menge des aktiven Edelgases. Nach Unterbrechung der 
Bestrahlung ist dieses in der bestrahlten Substanz homogen verteilt. 
Es kann dann je nach den Oberflächenbedingungen des Uran- oder 
Thorpräparats oder auch je nach deren Weiterbehandlung in 
größerem oder geringerem Ausmaß durch Diffusion entweichen. 
Der sich außerhalb des Präparats dann absetzende „aktive Nieder- 
schlag“ Rubidium gibt ein Maß für die reine Diffusion aus dem 
räparat, da eine Rückstoßwirkung nach der Bestrahlung nicht 
mehr in Frage kommt. Beim Thorium könnte man also den Betrag 
in Rubidium mit dem des natürlichen aktiven Niederschlags ThB + C 
vergleichen, und dabei auf eine neue Weise die reine Diffusion 
ıbtrennen von der Summe aus Diffusion und Rückstoß, die für den 
etrag an ThB+ C außerhalb des Präparats verantwortlich ist. 
Außerdem bietet sich dann die Möglichkeit, Diffusionsvorgänge 
nicht nur an den schweren Emanationsatomen, sondern auch an 


1) Ph. Abelson, Phys. Rev. 55. S. 670, 876. 1939; O. Hahn u. F. 
Strassmann, Naturw. 27. S. 531. 1939. 

2) Vgl. z.B. eine Reihe von Arbeiten aus dem genannten Forschungs- 
gebiet in Ztschr. Phys. Chem. (B) 42. H. 3/4. 8. III. 1939. 
3) 8. Flügge u. K. E. Zimens, Ztschr. Phys. Chem. (B) 42. S. 179. 1939. 
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sich mit einer Halbwertszeit von etwa 3 Std.’) um in ein sche 
früher auf anderem Wege hergestelltes Rubidiumisotop von 17Min, 
Halbwertszeit, dem das Atomgewicht 88 zuzuschreiben ist?) Au 
ihm entsteht das stabile Strontium 88. Das Krypton hat al 
ebenfalls das Atomgewicht 88. Dem anderen Reaktionsteilnehme 
dem Barium, muß man also ein Atomgewicht von 239 — 88 = 4; 
zuordnen, falls keine Neutronen verdampft würden. Das bish: 
bekannte schwerste stabile Bariumisotop hat das Atomgewicht 1% 
Selbst unter der Annahme, daß einige Neutronen abdampfen, is 
dies Atomgewicht immer noch viel zu hoch. Das Barium wandelt 
sich daher unter #-Strahlenemission weiter um. Es zerfällt nit 
einer Halbwertszeit von 14 Min. in ein Lanthan von 2,5 Stunde 
und bildet damit ein Cerisotop. Vermutlich ist aber auch diese 
noch nicht stabil — das höchste stabile Cerisotop hat das Aton- 
gewicht 142 —, und man kann erwarten, daß die Umwandlung noch 
bis zum Neodym weitergeht. Sichergestellt ist bisher die Reaktio 
aber nur bis zu dem aktiven Lanthan. 

Ein anderes Beispiel ist das Zerplatzen des Urans in Xenon 
und Strontiumisotope. Eines von diesen Xenonisotopen muß da 
Atomgewicht 139 haben. Denn es wandelt sich über ein Caesiun 
in das schon länger bekannte Bariumisotop mit der Halbwertszeit 
von 86 Min. um°), das zweifellos das Atomgewicht 139 hat‘, Zi 
dem Xenonisotop vom Atomgewicht 139 gebört also primär ei 
Strontium vom Atomgewicht 100, während das höchste stabil 
Strontium ein Atomgewicht von nur 88 hat. Nimmt man an, dal 
bei diesem Prozeß ungefähr 3 Neutronen abdampfen, dann win 
das Strontium vermutlich noch über ein Yttrium mindestens ıı 
Zirkon übergehen. Yttrium wurde als Umwandlungsprodukt de 
Strontiums schon festgestellt) 

3. Unter den zahlreichen aktiven Umwandlungsprodukten de 
Kernspaltung befinden sich also eine ganze Anzahl, die nach de 
üblichen Methoden entweder gar nicht oder nur mit viel geringer 
Ausbeute erhalten werden. Auch solche Produkte werden sich dam 
als Indikatoren für chemische oder biologische Versuche mit Vorte! 


1) O0. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 529. 1939; als Spult 
produkt des Thoriums schon vorher nachgewiesen durch A. Langsdorf ju, 
Phys. Rev., 56. S. 205. 1939. : 

2) F. A. Heyn, A. H. W. Aten, C. J. Bakker, Nature 143. 8. 516, ! 
1939; O. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 529. 1939. 

3) O. Hahn u. F. Strassmann, Naturw. 27. S. 89. 1939. 


4) M. L. Pool, J. M. Cork u.K.L. Thornton, Phys. Rev. 52. 8.23. 1 
5) Cl. Lieber, Naturw. 27. S. 421. 1939. 
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schen heranziehen lassen. Sehr geeignet unter diesen Atomarten sind 
7 Min 1B. die aktiven Jodisotope mit den bequemen Halbwertszeiten 
An von 18,5 Stn. und 8 Tagen), die zahlreichen Tellur-, Barium- oder 
t a Strontiumisotope und dergleichen. 
in 4. Ein im Institut des Verf. seit einer Reihe von Jahren 
= Ii behandeltes Arbeitsgebiet ist die Untersuchung von Oberflächen- 
bisher ausbildung und Obertlichenanderungen von amorphen oder kristalli- 
ht 138! sierten radioaktiv indizierten Niederschlägen nach der „Emanier- 
e it methode“. Der Betrag der aus solchen Niederschlägen entweichenden 
woniel Emanation dient als Indikator *), Bei den bisher fiir diese Unter- 
‘lt nit suchungen verwendeten Emanationen Radon und Thoron setzt sich das 
Bad „Emaniervermögen“ zusammen aus dem durch «-Rückstoß entweichen- 
tn den Teil der Emanation und dem durch Diffusion entweichenden 
5 ite, Anteil. In einer der Theorie des Emaniervermögens gewidmeten 
ng noth Arbeit behandeln Flügge und Zimens die hierbei auftretenden 
Bachiee Fragen, die z. B. für die Untersuchung katalytisch wirkender 
Niederschläge von Bedeutung sind*). Nun befinden sich bei den 
Spaltprodukten des Urans und des Thoriums, wie wir gesehen 
haben, auch die aktiven Edelgase Krypton und Xenon. Das Krypton 
zB. hat eine Halbwertszeit von ungefähr 3 Std. Wird ein Uran- 
oder Thorpräparat also mehrere Stunden lang bestrahlt, dann bildet 
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Es kann dann je nach den Oberflichenbedingungen des Uran- oder 
Thorpräparats oder auch je nach deren Weiterbehandlung in 
größerem oder geringerem Ausmaß durch Diffusion entweichen. 
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godorf jo. nicht nur an den schweren Emanationsatomen, sondern auch an 


‚8.516, 6 _ 1) Ph. Abelson, Phys. Rev. 5ö. S. 670, 876. 1939; O. Hahn u. F. 
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leichteren Edelgasen wie Krypton und Xenon zu studieren und 
vielleicht Gesetzmäßigkeiten im Gang der Diffusionskonstanten mit 
dem Atomgewicht festzustellen. 

Bei dem noch in voller Entwicklung befindlichen Studium der 
Kernspaltungsprozesse sind durch die obigen Beispiele sicher noc 
nicht alle Besonderheiten der Bruchstücke erfaßt. Die kurzer 
Hinweise werden aber gezeigt haben, daß man auch durch dies 
neuartigen Kernreaktionen weitere Kenntnisse von theoretischer un 
praktischer Bedeutung gewinnen kann. 


Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut für Chemie 


(Eingegangen 9. September 1939) 
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Die merkwürdigen Kerneigenschaften des Samariums 
und seine Strukturisomerie 


Von W. Wefelmeier 
(Mit 2 Abbildungen) 


v. Hevesy und Pahl?) haben beim Samarium die einzige 
a-Aktivität entdeckt, die im Gebiet der stabilen Elemente bis Blei 
bekannt ist. Aston?) hat beim Samarium eine in verschiedener 
Hinsicht einzig dastehende anomale Isotopie festgestellt. Schüler 
und Schmidt?) haben beim Samarium eine Diskontinuität in der 
Isotopenverschiebung gefunden, wiederum eine sonst unbekannte 
Erscheinung. 

Ist diese Häufung von einzigartigen Eigenschaften beim Samarium 
ein Zufall oder läßt sich ein Zusammenhang finden? Kann man etwa 
uch die Nichtexistenz des Elements 61 damit in Verbindung bringen? 
Bei der heutigen Kenntnis der schweren Kerne wird man zunächst 
nach qualitativen Argumenten dafür suchen. 

Gamow‘) hat die «-Aktivität des Samariums auf sein be- 
sonders niedriges Neutron-Protonverhältnis zurückgeführt, welches 
lem tiefsten Punkt einer Windung der Isotopenrinne im N/Z- 

jagramm entspräche. Allerdings haben Wilkins und Dempster) 
gezeigt, daß nicht das neutronenärmste Isotop Sm!**, sondern Sm!4* 
Träger der Aktivität ist. Da die Neutronenarmut des Sm also nicht 
estimmt, welches Isotop aktiv ist, kann sie wohl eine Voraus- 
setzung für die Aktivität, aber nicht die einzige sein. 

Die einzige Eigenschaft, die für die verschiedenen Isotope ver- 
schieden und — wenn auch nur ungenau — bekannt ist, ist ihre 
Häufigkeit. v. Weizsäcker) hat inzwischen den in einer früheren 
Arbeit?) dargestellten Zusammenhang zwischen Häufigkeit und 
Stabilität der Kerne durch die Annahme eines thermodynamischen 


1) Vgl. G.v.Hevesy, M. Pahl u. R. Hosemann, Ztschr. f. Phys. 83. 
8.43. 1933. 
2) F. W. Aston, Proc. Roy. Soc. London 146. S. 46. 1934. 
3) H. Schüler u. W. Schmidt, Ztschr. f. Phys. 92. S. 148. 1934. 
4) G. Gamow, Ztschr. f. Phys. 89. S. 592. 1934. 
5) T.R.Wilkins u. A. J. Dempster, Phys. Rev. 54. 8. 315. 1938. 
6) C.F.v. Weizsäcker, Phys. Ztschr. 39. S. 633. 1938. 
W. Wefelmeier, Ztschr. f. Phys. 107. 8. 332. 1937. 
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Gleichgewichts begründet. Die errechnete Temperatur dieses Gleich. 
gewichts kann im Inneren der Sterne nicht erreicht werden, Dort 
können deswegen die schweren Elemente nicht erzeugt worden seiı 
sondern vermutlich vorher in Systemen, die man wegen ihrer große 
Masse und zu Explosion führenden Überstabilität als Übersterne 
bezeichnen möchte. 

Versucht man nun nach diesem Zusammenhang über di 
Stabilitätsverhältnisse der Samariumisotope etwas zu erfahren, s 


< gerade Isotope 


ungerode Isofope 


Sass 


Höufigkeit in % 


T 


MW 
Abb. la. Häufigkeiten der Nd-Isotope. x gerade, O at Isotope 


70 
Abb. 1b. Hiufigkeit der Sm- ay 
stößt man auf die durchaus abnorme Verteilung der _— 
häufigkeiten. Verbindet man die Häufigkeiten der sechs gerade 
Isotope, so erhält man für jedes abwechselnd ein Maximum ole 


Minimum, während man bei anderen Elementen kontinuierlich 
Kurven bekommt (Tab. 1, Abb. 1). nn 


Tabelle 1 
Isotopenhäufigkeiten von Neodym und Samarium in Prozenten 


Masse | N Masse Nd 
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Sm!# liegt nach dem Gamowschen Bild am tiefsten Punkt 
einer Windung der Isotopenrinne, es weicht damit von allen 
Isotopen über Z= 50 am weitesten von einem kontinuierlichen 
N/Z-Verlauf ab. Nach dem Hartreemodell sollte es daher relativ 
schlecht gebunden sein. Man würde es als Träger der «-Aktivität 
erwarten. Betrachtet man aber bei den übrigen Elementen über Z = 50 
das tiefste Isotop!), so bemerkt man, daß jedes ein günstigeres 
N/Z-Verhältnis hat und daß jedes trotzdem relativ seltener ist als 
das tiefste Sm-Isotop. Sm!# bildet den einzigen Fall, wo ein 
zwischen zwei anderen geraden Isotopen fehlendes gerades Isotop 
nicht gefunden worden ist. Sm!#% ist häufiger als seine geraden, 
aber — wie sonst allein das X!30 — seltener als seine beiden un- 
geraden Nachbarn. Sm!5° ist um das Mehrfache seltener als seine 
beiden geraden Nachbarn, ein Fall, der unter den mittleren 
häufigsten Isotopen eines Elements sonst nirgends auftritt. Die 
Häufigkeit der beiden letzten geraden Isotopen mutet normaler an. 

Das Nichtvorhandensein des vorhergehenden Elements 61 hat 
nur eine Parallele bei Z=43. , 

Man beginnt am besten mit dem anscheinend gröbsten Wider- 
spruch mit den bisherigen Ergebnissen. Ein Grundgesetz des 
Kernbaus ist die Bildung von Zweierschalen. Ein ungerades Neutron 
muß danach lockerer gebunden werden als sein nachfolgender 
Partner, der es zum Paar ergänzt. Im Gleichgewicht muß deswegen 
ein gerades Isotop häufiger sein als mindestens einer seiner beiden 
ıngeraden Nachbarn. Das ist nicht der Fall beim Sm!#, Die 
g-Aktivitit mit einer Halbwertszeit von -1,7-10!!a kann bei einem 
Alter der Elementverteilung von höchstens 10'%a diese Anomalie 
nicht hervorgerufen haben. 

Bei dem einzigen Parallelfall X! kann man diese Anomalie 
sauberer herausgeschält betrachten. Offenbar zerfallen die Isotope 
es Xenons in zwei Gruppen, die in ihrer Häufigkeit gegeneinander 
rgendwie verschoben sind. Die seltene Gruppe besteht nun aus den 
Isotopen des Xenons, die mit Tellurisotopen isobar sind X'2%, 126,125 
und auch dem X13%, (Tab. 2). Anstatt eine schwer erklärliche 
Anomalie des Kernbaus zu fordern, wird man also einen Zu- 
ammenhang mit dieser Isobarie vermuten. 

Tatsächlich wird das Elementgleichgewicht einer bestimmten 
Temperatur nicht völlig unverändert einfrieren können. Da die 
Abkühlung nicht momentan erfolgen kann und die verschiedenen 


1) Dabei ist angenommen, daß noch ein seltenes Nd' existiert (vgl. 

unten $. 379). 
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Tabelle 2 
Isotopenhäufigkeiten von Tellur und Xenon in Prozenten 


Masse Te X Masse | 


120 wenig 129 
2,9 130 
1,6 131 
4,5 132 
6,0 133 

19,0 134 

135 

32,8 1,91 136 


Reaktionen, die das Gleichgewicht einzustellen suchen, nicht bei 
einer einheitlichen Temperatur langsam gegen die Abkühlungs- 
geschwindigkeit werden, sollte die jetzige Häufigkeitsverteilung 
nicht für alle Kerne einer einheitlichen Temperatur entsprechen. 
Würden zum Beispiel Übergänge zwischen metastabilen Isobaren 
bei einer tieferen Temperatur aufhören als Übergänge unter Massen- 
veränderung, so könnte die Häufigkeit der isobaren Kerne von den 
Bild des eingefrorenen Gleichgewichts abweichen. Andererseits 
können sich ja überhaupt nur stabile und metastabile Kerne er- 
halten, während die in vergleichbarer Menge anzunehmenden u- 
stabilen Kerne zerfallen, darunter zum Beispiel Te!?% 131, 134. 136 in die 
entsprechenden Xenonisotope. Dadurch würden ebenfalls die nicht- 
isobaren Isotope eines Elements gegen die isobaren Isotope ver- 
schoben. Beide Effekte würden also gerade die beim Xenon beob- 
achtete Erscheinung hervorrufen können. Welcher davon entscheidend 
ist, soll hier nicht diskutiert werden, doch gibt es Argumente, dab 
der erste jedenfalls vorkommt. 

Bei einem flüchtigen Überblick der Kerne oberhalb von Z = 389 
bemerkt man, daß die beim X und Sm durch den scheinbaren 
Verstoß gegen die Bildung von Zweierschalen besonders auffällige 
Erscheinung tatsächlich ganz allgemein ist. Man kann geraden 
den Satz aufstellen: In den meisten Fällen hat bei den schwere 
Elementen von zwei Isobaren nur das mit niedrigerem Z normale 
Häufigkeit. Entsprechend der Zunahme der Coulombenergie und 
dem Fallen der Massendefektkurve würden also die Kerne ver 
suchen, ein höheres N/Z-Verhältnis zu erreichen. 

Beim Samarium sind nun die Isotope 144, 146, 148 und li) 
mit Nd-Isotopen isobar. Die Anomalie des Sm!# ist also ebens 
wie bei X!30 zu erklären. Daß aber der Isobarie das Isotop 14 
ganz oder fast ganz zum Opfer fällt, zeigt, daß das Sm energetisch 
besonders ungünstig ist. Dasselbe würde das Nichtvorhandense 
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des Elements 61 bedeuten, wenn seine Struktur mit der des Sm zu- 
sammenhinge. Dasselbe zeigt auch die Stabilität eines Nd!5°, das, 
wiederum als einziger Fall dieser Art, höher liegt als das höchste 
ungerade Isotop des folgenden geraden Elements: Sm!#. Die große 
Häufigkeitsverminderung des Sm!5° zeigt vermutlich, daß das Nd!50 
sogar stabiler ist als dies Isotop. Die relative Instabilität des Sm 
würde hier also einen Energiegewinn bei einem Übergang ge- 
statten, der den Kern um mindestens zwei Masseneinheiten vom 
günstigsten N/Z-Verhältnis entfernt, das ja zwischen Nd!4-1s5 
und Sm!#’=14® durchläuft. Ein großer Teil der anomalen Häufig- 
keitsverteilung der Sm-Isotope und der Nichtexistenz des Elements 61 
scheinen also auf die besonders schlechte Lage der Sm-Struktur in 
der Massendefektkurve zurückgehen, derselbe Grund, der nach 
Gamow auch eine Voraussetzung für die «-Aktivität bildet. 

Warum ist aber gerade das Isotop 148 aktiv? Das zeigt 
offenbar, daB die Summe der vier Neutronen zwischen Sm!# 
und Sm!# schlechter gebunden wird als bei den Nd-Isotopen, in 
die sie zerfallen könnten. Es ist dann auch plausibel, daß das Sm!*! 
gegen sein Nd-Isobar weniger benachteiligt ist als die höheren 
Isotope und deswegen in seiner Häufigkeit nicht so sehr ver- 
mindert wie Sm!#, Ebenso sind auch die Neutronen von Sm!#°-150 
nicht allzu fest gebunden. Denn es ist wenig wahrscheinlich, daß 
der große Häufigkeitsunterschied zwischen Sm!* und Sm!5° allein 
durch den Isobarenübergang verursacht ist, zumal Nd!# und Nd!50 
etwa gleich häufig sind. Dann wäre aber Sm!’ auch im Gleich- 
gewicht seltener als Sm! und Sm!52, das zwischen Sm!5° und Sm?5? 
hinzutretende Neutronenpaar wäre also besser gebunden als das 
vorhergehende. 

Daß ein solcher Fall sonst nirgends bei den schweren Kernen 
vorkommt, deutet offenbar darauf hin, daß die Bindung der Neu- 
tronenpaare einigermaßen unabhängig voneinander erfolgt, das heißt, 
daß hintereinander Bindungsmöglichkeiten ausgenutzt werden, die 
jeweils noch die höchste Energie liefern. Wenn also ein Neutronen- 
paar fester gebunden wird als das vorhergehende, dann wird der 
Schluß denkbar, daß die andere Bindungsmöglichkeit vorher noch 
gar nicht vorhanden war, daß also die Struktur sich geändert hat. 
Es könnte zum Beispiel gerade durch den Hinzutritt des Neutronen- 
paares die Struktur umklappen. Gerade dieser Tatbestand geht 
aber nach Schüler und Schmidt (a. a. O.) aus der Diskontinuität 
der Isotopenverschiebung hervor. (Abb. 2). Die Isotopenverschiebung 
bedeutet nämlich Volumenmehrung des Kerns durch die hinzu- 
etenden Neutronen. Es ist natürlich nicht plausibel, daß etwa 
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das Paar 152—150 das doppelte Volumen einnimmt wie die 
anderen Paare, also muß etwas mit dem Kernrumpf gesclichen sein, 
die Struktur muß sich ändern. Was also an der Anomalität der 
Isotopie nicht durch die gleiche Ursache zu erklären ist wie die 
«-Aktivität, nämlich die ungünstige Lage der Sm-Kerne in der 
Massendefektkurve, kann man aus 
es | der gleichen Ursache ableiten wie 
die Diskontinuität der Isotope- 
Thin verschiebung, nämlich aus der 
Existenz von zwei verschiedenen 
Strukturen des Samariums. 

Kann man nun auch diae 
Strukturisomerie des Samariun- 
rumpfes mit der ungünstigen 

Sm ME 150 12 754 bringen? 
Abb. 2. Qualitatives Schema Im geometrischen Modell’) 
für den Massendefekt des Nd können verschiedene Strukturen 
und der Sm-Formen für ein gegebenes Z aufgestellt 
werden, von denen jeweils die 
energetisch ‘günstigste realisiert sein sollte. Bei den leichteren 
Kernen wird die Energie hauptsächlich durch die Zahl der Bir- 
dungen bestimmt. Etwa von Z=56 (Eisen) an wird die Be 
deutung der Neutronenbindung mit wesentlich. Die meisten Bir- 
dungen erhält man, wenn das Modell so kugelförmig wie möglich 
wird, also auch die Oberfläche so klein wie möglich. Unter allen 
denkbaren Strukturen entstehen dabei automatisch diejenigen, bi 
denen soviel Bausteine bedeckt sind wie möglich. Unter 13 Bat- 
steinen kann zum erstenmal einer völlig bedeckt sein (Fe), unter 19 
noch ein zweiter (Sr) und von da ab sind wechselnd 2—4 Ba 
steine notwendig, um zum erstenmal einen weiteren Baustein b- 
decken zu können?) Es ergibt sich nun, daß diejenigen Gesant- 
zahlen von Bausteinen, bei denen zum erstenmal ein weiterer 
Baustein bedeckt werden kann, eben dadurch (wenigstens bis Z=% 

in ihrer Struktur eindeutig bestimmt sind. 

Die Daten zeigen, daß die tiefsten Isotope der Elemente in der 
Regel viermal soviel Neutronen besitzen, wie bedeckte «-Teilches 
möglich sind. Daraus sollte man schließen, daß sich jeweils ein 
Neutronenschale aus vier Bausteinen bildet?2). Gamow hatte bereit 
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1) W. Wefelmeier, a.a. O. 
2) W. Wefelmeier, Naturw. 25. S. 525. 1937. 
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» die als Möglichkeit angenommen, daß die Windungen des N/Z-Verhiilt- _ 
sein, sses durch Abschluß von Neutronenschalen verursacht seien. Man 
t der kann nun mit der angegebenen Aufbauvorschrift die Stellen und die 
ie die Tiefe der Windungen ableiten. Für die Neutronen, die vom tiefsten 
1 der bis zum höchsten Isotop angelagert werden, bleibt dann die Ober- 
n aus fiche des Kerns übrig. Die inneren Neutronen sind offenbar weit 
m wie fester gebunden als die äußeren. Kerne, bei denen die inneren Neu- 
topen- tronen nicht vollständig sind, sind deswegen fast immer instabil. Bei 
s der 7-58 können zum erstenmal fünf Bausteine bedeckt sein. Das 
denen tiefste Isotop des Cers hat demnach die Masse 2-58 + 5.4 = 136. 
Bei Z = 64 können zum erstenmal sechs Bausteine bedeckt sein. 
diese Für das tiefste Isotop des Gadoliniums folgt 2-64+4+ 6.4 = 152. 
arlun- Das vorhergehende Sm kann ebenfalls nur fünf Bausteine bedecken 
nstigen und hat infolgedessen 2-62 +5-4= 144. (Beim Neodym ist das 
enhang abzuleitende tiefste Isotop 140 offenbar entsprechend dem oben dar- 
gelegten Mechanismus wegen des energetisch extrem begünstigten Ce!# 
[odell ' sehr selten; nach der Regel, daß zu jedem ungeraden Isotop ein um 
ıkturen drei Einheiten niedrigeres gerades existiert, sollte es aber vor- 
gestellt handen sein.) 
ils die Die Struktur des Cers und Gadoliniums ist nun nach dem oben 
chteren Gesagten eindeutig bestimmt. Je mehr «-Teilchen zu einer solchen 
er Bin- Struktur hinzukommen, ohne die Bildung von neuen inneren Neu- 
lie Be- tronenschalen zu ermöglichen, desto ungünstiger werden die Kerne 
on Bin- energetisch, weil das Verhältnis zwischen den (wegen der Coulomb- 
möglich energie) ungünstigeren «-Teilchen gegen die mit größerem Energie- 
er allen gewinn gebundenen Neutronenschalen schlechter wird. Andererseits 
zen, bei hebt ein derartiges «-Teilchen meist die Eindeutigkeit der Struktur 
13 Bau- uf. Man wird erwarten dürfen, daß unter den mehreren nun mög- 
unter 19 lich gewordenen Strukturen im allgemeinen doch die übrigen Eigen- 
-4 Bau schaften (Zahl der Bindungen, Coulombenergie usw.) eindeutig ent- 
tein be- scheiden. Der Fall ist aber nicht ausgeschlossen, daß sich einmal 
Gesant- ehrere Strukturen energetisch sehr nahestehen. Äußere Neutronen 
weiterer rden nun an den verschiedenartigen Oberflächen der isomeren 
3 Z=% Strukturen verschieden fest gebunden. Energetisch nahestehende 
Strukturen könnten daher einmal durch Einbau von Neutronen in- 
te in der inander umklappen. Die Samariumstruktur steht nun unmittelbar 
„Teilchen t der Ausbildung der neuen Neutronenschale des Gadoliniums. 
eils eine J Es hat infolgedessen verschiedene Aufbaumöglichkeiten, unter denen 
te bereits Teil nicht ohne weiteres zu entscheiden ist. Aus dem gleichen 
ind sollte es energetisch ungünstig sein. 
. Es scheint also möglich, die anomalen Eigenschaften des Sama- 
ums aus dem geometrischen Modell abzuleiten. Das Samarium mit 
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seiner ungünstigen Bindungsenergie würde dann eine Art Gegenstück 
zum Eisen bilden, dessen extreme Eigenschaften aus der besonders 
günstigen Struktur hergeleitet wurden. 

Man wird natürlich nicht hoffen dürfen, durch das hier yep. 
suchte Vortasten mit indirekten Schlüssen bereits ein endgültige 
Bild gewonnen zu haben; ein anderer Weg scheint aber bei der Be. 
grenztheit der Daten noch nicht möglich. 
Zusammenfassung 


Unter der Annahme, daß nach dem Aufhören des Element. 
gleichgewichts noch Übergänge zwischen Isobaren stattgefunden 
haben, läßt sich die anomale Verteilung der Isotopenhäufigkeiten 
beim Samarium zum Teil aus der ungünstigen energetischen Stellung 
des Samariumkerns deuten, die auch die «-Aktivität hervorruft, Der 
Rest der Anomalie erklärt sich aus der Strukturisomerie, die durch 
die Diskontinuität der Isotopenverschiebung angezeigt wird. Es wird 
eine Deutung mit dem geometrischen Modell versucht. 


Berlin-Dahlem, Max Planck-Institut. 
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